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‡ Revision history

ü Version 1.0 : April 7, 2004 : Initial release

Fabry-Perot is used to illustrate the basic idea. That part is copied from a separate note, and mathematics part for FP summa-
tion should be merged with the mathematics part at the end. Also, PRM calculation is appeneded without any consistency
review.
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‡ Introduction

The time domain simulation of a compound optics system forming resonators  uses a time step which is deter-
mined by cavity lengths of the system. Usually, the CPU time to simulate a given duration of physics process is
proportional to the number of iterations, which, in turn, is inversely proportional to the simulation time step. 

For a large scale interferometer,  like LIGO and Virgo, the naive approach combining constituent optics becomes
very slow because short cavities in the Michelson cavity determine the simulation time step. The time scale of
interest is usually  the trip time of laser through the long FP arm. The Michelson cavity is usually 100 to 1000
times shorter than the long arm, and the simulation becomes slower by this amount compared to the case that the
simulation runs using the one trip time through the long arm as the simulation time step.

In order  to overcome this problem, it was proposed to use an analytic  calculation  of the field evolution in the
Michelson cavity over the longer time using an adiabatic approximation. This showed a good success to speed up
the simulation of a system where different cavity sizes exist.

The original method used an adiabatic approximation, i.e., mirror positions and input fields do not change during
the one time step. This revealed a limitation when the simulation was used to study a case when the frequency
noise was important. Because the time dependence of the phase of a field is the frequency, this approach of using
a constant input field during one time step can be used only for limited situations where derivatives of physics
quantities can be neglected.

A solution to address this issue is to use a linear approximation of physics quantities, like input fields and mirror
positions, during one time step. Then the lowest order effect due to the frequency change can be included in the
calculation.

In this note, formulas are derived to calculate the field evolution in a Fabry Perot cavity and in a dual recycling
Michelson cavity  using a linear approximation.  This result can be used to calculate the field evolution using a
time step much longer than the time step determined by the cavity lengths in the Michelson cavity. 

The full interferometer  with long arms can be calculated by attaching propagators and end mirrors to this com-
pound cavity. The bandwidth of length control systems of large interferometers is typically of the same order as
the half spectral range of the long arm, and the calculation using the combination of compound Michelson cavity
and end mirrors is an appropriate choice for most of the case.

ü Preparation (many similar names are used)

Off@General::"spell"D;
Off@General::"spell1"D;
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‡ Field evolution in Fabry-Perot cavity

ü Fig. 1 : Fabry-Perot cavity schematic view

ü basic formulation

In Fig.1, vertical dashed lines are the reference positions of two mirrors. All fields are calculated at these reference positions
which do not move. Vertical solid lines are the actual positions of mirrors. Their positions are specified by the distances from
their respective reference position.

E2 HtL is the field at the mirror 2 reference plane at time t, and E3 HtL is the reflected field at the same place at the same time.
The reflection occurs on the actual mirror position, where the incident field is E2 HtL ÿ Exp@i k x2 HtLD  and the reflected field is
-r2 ÿ E2 HtL ÿ Exp@ik ÿ x2 HtLD . E3 HtL is defined on the reference plane, so E3 HtL = -r2  E2 HtL ÿ Exp@i2k ÿ x2 HtLD . The approximation
here is that E2 HtL  and x2 HtLdoes not change in the time scale of v x / c > 10-6 10-6 ê108 = 10-20 .

E1 HtL = t1  Ein HtL - r1 ÿ E4 HtL ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
E2 HtL = E1 Ht - tL ÿ Exp@- i k ÿ L0 D
E3 HtL = -r2 ÿ E2 HtL ÿ Exp@ i 2 k ÿ x2 HtL D
E4 HtL = E3 Ht - tL ÿ Exp@- i k ÿ L0 D

t = L0ÅÅÅÅÅÅÅc

E1 HtL = t1  Ein HtL - r1 ÿ E4 HtL ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
= t1  Ein HtL - r1 ÿ E3 Ht - tL ÿ Exp@ -i k ÿ L0 D ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
= t1  Ein HtL + r1  r2 ÿ E2 Ht - tL ÿ Exp@ i 2 k ÿ x2 Ht - tL D ÿ Exp@ -i k ÿ L0D ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
= t1  Ein HtL + r1  r2 ÿ E1 Ht - 2 tL ÿ Exp@- i k ÿ L0 D ÿ Exp@ i 2 k ÿ x2 Ht - tL D ÿ Exp@- i k ÿ L0D ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
E1 HtL
= t1  Ein HtL + r1  r2 ÿ E1 Ht - 2 tL ÿ Exp@- i 2 ÿ k ÿ HL0 - x2 Ht - tL - x1 HtLL D
= t1  Ein HtL + R ÿ E1 Ht - 2 tL ÿ Exp@ i fHtL D

f(t) = 2 ÿ k ÿ Hx1 HtL + x2 Ht - tLL
R = r1 ÿ r2 ÿ Exp@- i 2 k L0 D
E1 HtL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@ i fHtL D ÿ E1 Ht - 2 tL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@i fHtLD ÿ H t1  Ein Ht - 2 tL + R ÿ Exp@ i fHt - 2 tL D ÿ E1 Ht - 4 tLL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@ifHtLD ÿ t1  Ein Ht - 2 tL + R2  Exp@iHfHtL + fHt - 2 tLLD ÿ E1 Ht - 4 tL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@ifHtLD ÿ t1  Ein Ht - 2 tL + R2  Exp@iHfHtL + fHt - 2 tLLD ÿ Ht1  Ein Ht - 4 tL + R ÿ Exp@ i fHt - 4 tL D ÿ E1 Ht - 6 tLL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@ifHtLD ÿ t1  Ein Ht - 2 tL +

R2 ÿ Exp@iHfHtL + fHt - 2 tLLD ÿ t1  Ein Ht - 4 tL + R3  Exp@iHfHtL + fHt - 2 tL + fHt - 4 tLLD ÿ E1 Ht - 6 tL
E1 HtL = t1  Ein HtL + t1 ÿ‚

n = 1

N-1
Rn  Ein Ht - 2 ntL ÿ Exp@i ⁄m = 0

n-1 fHt - 2 mtLD + RN  Exp@i ⁄m = 0
N-1 fHt - 2 mtLD ÿ E1 Ht - 2 NtL

E1 Ht + 2 NtL
= t1  Ein Ht + 2 NtL +

t1 ÿ‚
n = 1

N-1
Rn  Ein Ht + 2 Nt - 2 ntL ÿ Exp@i ⁄m = 0

n-1 fHt + 2 Nt - 2 mtLD + RN  Exp@i ⁄m = 0
N-1 fHt + 2 Nt - 2 mtLD ÿ E1 HtL
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t = L0ÅÅÅÅÅÅÅc

E1 HtL = t1  Ein HtL - r1 ÿ E4 HtL ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
= t1  Ein HtL - r1 ÿ E3 Ht - tL ÿ Exp@ -i k ÿ L0 D ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
= t1  Ein HtL + r1  r2 ÿ E2 Ht - tL ÿ Exp@ i 2 k ÿ x2 Ht - tL D ÿ Exp@ -i k ÿ L0D ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
= t1  Ein HtL + r1  r2 ÿ E1 Ht - 2 tL ÿ Exp@- i k ÿ L0 D ÿ Exp@ i 2 k ÿ x2 Ht - tL D ÿ Exp@- i k ÿ L0D ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
E1 HtL
= t1  Ein HtL + r1  r2 ÿ E1 Ht - 2 tL ÿ Exp@- i 2 ÿ k ÿ HL0 - x2 Ht - tL - x1 HtLL D
= t1  Ein HtL + R ÿ E1 Ht - 2 tL ÿ Exp@ i fHtL D

f(t) = 2 ÿ k ÿ Hx1 HtL + x2 Ht - tLL
R = r1 ÿ r2 ÿ Exp@- i 2 k L0 D
E1 HtL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@ i fHtL D ÿ E1 Ht - 2 tL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@i fHtLD ÿ H t1  Ein Ht - 2 tL + R ÿ Exp@ i fHt - 2 tL D ÿ E1 Ht - 4 tLL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@ifHtLD ÿ t1  Ein Ht - 2 tL + R2  Exp@iHfHtL + fHt - 2 tLLD ÿ E1 Ht - 4 tL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@ifHtLD ÿ t1  Ein Ht - 2 tL + R2  Exp@iHfHtL + fHt - 2 tLLD ÿ Ht1  Ein Ht - 4 tL + R ÿ Exp@ i fHt - 4 tL D ÿ E1 Ht - 6 tLL
= t1  Ein HtL + R ÿ Exp@ifHtLD ÿ t1  Ein Ht - 2 tL +

R2 ÿ Exp@iHfHtL + fHt - 2 tLLD ÿ t1  Ein Ht - 4 tL + R3  Exp@iHfHtL + fHt - 2 tL + fHt - 4 tLLD ÿ E1 Ht - 6 tL
E1 HtL = t1  Ein HtL + t1 ÿ‚

n = 1

N-1
Rn  Ein Ht - 2 ntL ÿ Exp@i ⁄m = 0

n-1 fHt - 2 mtLD + RN  Exp@i ⁄m = 0
N-1 fHt - 2 mtLD ÿ E1 Ht - 2 NtL

E1 Ht + 2 NtL
= t1  Ein Ht + 2 NtL +

t1 ÿ‚
n = 1

N-1
Rn  Ein Ht + 2 Nt - 2 ntL ÿ Exp@i ⁄m = 0

n-1 fHt + 2 Nt - 2 mtLD + RN  Exp@i ⁄m = 0
N-1 fHt + 2 Nt - 2 mtLD ÿ E1 HtL

ü Summary of formulation

E1 Ht + 2 NtL
= t1  Ein Ht + 2 NtL +

t1 ÿ‚
n = 1

N-1 8Rn  Ein Ht + 2 Nt - 2 ntL ÿ Exp@i ⁄m = 0
n-1 fHt + 2 Nt - 2 mtLD< + RN  Exp@i ⁄m = 0

N-1 fHt + 2 Nt - 2 mtLD ÿ E1 HtL
f(T) = 2 ÿ k ÿ Hx1 HTL + x2 HT - tL - x1 HtL - x2 HtLL
R = r1 ÿ r2 ÿ Exp@ -i 2 k HL0 - x1 HtL - x2 HtLL D

ü Linear approximation

xj Ht + DL = xj HtL + vj ÿ D
Ein  Ht + m tL = Ein  HtL Exp@b ÿ m ÿ tD
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ü single summation

ü Calculation

1ÅÅÅÅÅÅÅÅ2 k  ⁄m = 0
n-1 fHt + 2 Nt - 2 mtL = ⁄m = 0

n-1 8x1 H t + 2 Nt - 2 mtL + x2 H t + 2 Nt - 2 mt - tL< =‚
m = 0

n-1
 9 x1 HtL + t ÿ 2 HN - mL ÿ v1 + x2 HtL + t ÿ H2 N - 2 m - 1L ÿ v2= =

n 8x1 HtL + x2 HtL + t ÿ H2 N ÿ v1 + H2 N - 1L ÿ v2 L< - 2 tHv1 + v2 L nHn - 1L ê2 =
n 8x1 HtL + x2 HtL + t ÿ H2 N ÿ v1 + H2 N - 1L ÿ v2 L - tHv1 + v2 L Hn - 1L<

FSUM1@n_D := n Hx1 + x2 + t H2 N v1 + H2 N - 1 L v2L - t Hv1 + v2L Hn - 1LL
Simplify@ FSUM1@NDD

N HH1 + NL t v1 + N t v2 + x1 + x2L
N( t v1 + x1 HtL+ N t v1 + x2 HtL+ N t v2 ) = N( t v1 + x1 HtL+x1 Ht+2 NtL+x2 HtL+x2 Ht+2 NtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 ) > N2  tHv1 + v2 L

FullSimplify@ Series@ FSUM1@nD, 8n, 0, 2<DDHHt + 2 N tL v1 + 2 N t v2 + x1 + x2L n - t Hv1 + v2L n2 + O@nD3

‚
m = 0

n-1

f Ht + 2 Nt - 2 mtL = 2 k H FS1 ÿ n - FS2 ÿ n2L = 2 k ÿ FS2 ÿ n H2 N - nL
FS1 = Ht + 2 N tL v1 + 2 N t v2 > 2 N Hv1 + v2L t = 2 N ÿ FS2
FS2 = t Hv1 + v2L
ü Summary

‚
m = 0

n-1

f Ht + 2 Nt - 2 mtL = 2 k ÿ FS2 ÿ n H2 N - nL
FS2 = t Hv1 + v2L
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ü double summation

ü calculation

DS@ND = „
n = 1

N-1 9Rn  Ein  Ht + 2 Nt - 2 ntL ÿ ExpAi ‚
m = 0

n-1

f Ht + 2 Nt - 2 mtLE=
= ‚

n = 1

N-1 8Rn  Ein  HtL Exp@2 HN - nL b tD ÿ Exp@i 2 k ÿ FS2 ÿ n H2 N - nL D<
= Ein@t + 2 N t D ‚

n = 1

N-1 8Rn  Exp@-n2b tD ÿ Exp@i 2 k ÿ FS2 ÿ n H2 N - nL D<
= Ein@t + 2 N t D ‚

n = 1

N-1 8 HR ÿ Exp@-2 b t + i 2 k ÿ FS2 ÿ 2 NDLn ÿ Exp@ -i 2 k ÿ FS2 ÿ n2 D<
= Ein@t + 2 N t D ‚

n = 1

N-1 9 Rèn
ÿ Exp@ -i 2 k ÿ FS2 ÿ n2 D=

Rè = R ÿ Exp@-2 b t + i 4 kN ÿ FS2D
2 k FS2 = 4 µ p ê l µ t Hv1 + v2L = 12 ê 10-6 µ 10-7 10-6 = 10-6 ~ 10 ÿ t

SP@a_, N_, M_D := FullSimplifyA ‚
n = 1

N-1 Han nMLE
SP@a, N, 0D
SP@a, N, 2D
SP@a, N, 4D

-a + aN
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-1 + a

-a H1 + aL + aN Ha H1 + aL - 2 H-1 + aL a N + H-1 + aL2 N2L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + aL3

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + aL5  H-a H1 + aL H1 + a H10 + aLL + aN Ha H1 + aL H1 + a H10 + aLL -

4 H-1 + aL a H1 + a H4 + aLL N + 6 H-1 + aL2 a H1 + aL N2 - 4 H-1 + aL3 a N3 + H-1 + aL4 N4LL
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ü numerical values

SP@0.9, ¶, 0D
SP@0.9, ¶, 2D
SP@0.9, ¶, 4D
SP@0.9, ¶, 6D
SP@0.9, 100, 0D
SP@0.9, 100, 2D
SP@0.9, 100, 4D
SP@0.9, 100, 6D
SP@0.9, 50, 0D
SP@0.9, 50, 2D
SP@0.9, 50, 4D
SP@0.9, 50, 6D

9.

1710.

1.84851 µ 106

4.9956 µ 109

8.99973

1706.82

1.80909 µ 106

4.48366 µ 109

8.94846

1525.96

1.10257 µ 106

1.34843 µ 109

ü Summation expression of the field

ü calculation

FS2 = t Hv1 + v2L
R = r1 ÿ r2 ÿ Exp@ i 2 k HL0 - x1HtL - x2HtLL D
Rè = R ÿ Exp@-2 b t + i 4 kN ÿ FS2D
E1  Ht + 2 NtL
= t1  Ein  Ht + 2 NtL + t1 ÿ„

n = 1

N-1 9Rn  Ein  Ht + 2 Nt - 2 ntL ÿ ExpAi ‚
m = 0

n-1

f Ht + 2 Nt - 2 mtLE= +
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RN  ExpAi ‚
m = 0

N-1

f Ht + 2 Nt - 2 mtLE ÿ E1  HtL
= t1  Ein  Ht + 2 NtL + t1  Ein@t + 2 N t D ‚

n = 1

N-1 9 Rèn
ÿ Exp@ -i 2 k ÿ FS2 ÿ n2 D= +

RN  Exp@i 2 k ÿ FS2 ÿ N2D ÿ E1  HtL
> t1  Ein  Ht + 2 NtL 9 1 +

-Rè + RèN

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-1 + Rè

+ SP2= + RN  Exp@i 2 k ÿ FS2 ÿ N2D ÿ E1  HtL
= t1  Ein  Ht + 2 NtL 9 1 - RèN

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - Rè

- i 2 k ÿ FS2 ÿ SP2= + RN  Exp@i 2 k ÿ FS2 ÿ N2D ÿ E1  HtL
SP2 =

Rè H1 + RèL - RèN IRè H1 + RèL + 2 H1 - RèL Rè N + H1 - RèL2 N2M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1 - RèL3

ü Summary

E1  Ht + 2 NtL = t1  Ein  Ht + 2 NtL 9 1 - RèN

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 - Rè

- i 2 k ÿ FS2 ÿ SP2= + RN  Exp@i 2 k ÿ FS2 ÿ N2D ÿ E1  HtL
FS2 = t Hv1 + v2L
R = r1 ÿ r2 ÿ Exp@ -i 2 k HL0 - x1HtL - x2HtLL D
Rè = R ÿ Exp@-2 b t + i 4 kN ÿ FS2D
SP2 =

Rè H1 + RèL - RèN IRè H1 + RèL + 2 H1 - RèL Rè N + H1 - RèL2 N2M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1 - RèL3

ü Reflected amd transmitted field

E1 HtL = t1  Ein HtL - r1 ÿ E4 HtL ÿ Exp@ i 2 k ÿ x1 HtL D
E2 HtL = E1 Ht - tL ÿ Exp@- i k ÿ L0 D
E3 HtL = -r2 ÿ E2 HtL ÿ Exp@ i 2 k ÿ x2 HtL D
E4 HtL = E3 Ht - tL ÿ Exp@- i k ÿ L0 D
Etra HtL = t2 ÿ E2 HtL = t2 ÿ E1 Ht - tL ÿ Exp@-ik ÿ L0 D
Eref  HtL = r1 ÿ Exp@ -i 2 k ÿ x1 HtL D ÿ Ein HtL + t1 ÿ E4 HtL
= r1 ÿ Exp@ -i 2 k ÿ x1 HtL D ÿ Ein HtL + t1 ÿ Ht1 ÿ Ein HtL - E1 HtLL ê Hr1 ÿ Exp@i 2 k ÿ x1 HtLDL
= Ein HtL ÿ r1

2 + t1 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅr1 ÿExp@i2kÿx1 HtLD - E1 HtL ÿ t1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅr1 ÿExp@i 2 kÿx1 HtLD
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‡ Dual recycling Michelso cavity : Formulation

ü Fig.2 Schematic view of dual recycling Michelson cavity

ü Definitions

All fields are assumed to have a common constant angular frequency, w, e.g., the carrier frequency. When incoming fields
have different frequencies,  like carrier and sideband components, fields with different frequencies are calculated separately.
The fluctuation of frequency of fields can be simulated as the time dependence of phase of  fields. 

Fields at various locations in the dual recycling Michelson cavity (DRM) have following relations. En[t] is the amplitude of
the field N at time t without the fast oscillating part, i.e., the full amplitude is Exp[Â w t ] En[t]. 

E1lhs[t] and E13lhs[t] are there to stop recursion.  rfM and rbM are amplitude reflectance from the front and back side of
mirror M, and tfM and tbM are transmittance from respective sides. PAB is the propagation phase from B to A. For a scalar
field case, it is Exp[-Â w LMN ] with LMN being the distance between mirror  M and N. When the phase of the field going
through a cavity  is changing,  the time  derivative of the  phase is  properly included  in the form effectively  changing  the
frequency. tM is the trip time between mirror M and the beam splitter, i.e., tM = LBS-M / speed of light.
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ü Relations among fields at different locations

E1lhs@t_D := tbP@tD EinP@tD + rfP@tD E16@tD;
E2@t_D := PBP E1@t - tPD;
E3@t_D := rfB@tD E2@tD + tbB@tD E14@tD;
E4@t_D := PYB E3@t - tYD;
E5@t_D := rfY@tD E4@tD + tbY@tD EinY@tD;
E6@t_D := PBY E5@t - tYD;
E7@t_D := rbB@tD E14@tD + tfB@tD E2@tD;
E8@t_D := PXB E7@t - tXD;
E9@t_D := rfX@tD E8@tD + tbX@tD EinX@tD;
E10@t_D := PBX E9@t - tXD;
E11@t_D := rbB@tD E10@tD + tfB@tD E6@tD;
E12@t_D := PSB E11@t - tSD;
E13lhs@t_D := rfS@tD E12@tD + tbS@tD EinS@tD;
E14@t_D := PBS E13@t - tSD;
E15@t_D := rfB@tD E6@tD + tbB@tD E10@tD;
E16@t_D := PPB E15@t - tPD;

ü Independent fields

When above equations are solved, they come to the following two independent equations. 

E1lhs@tD
EinP@tD tbP@tD +

rfP@tD PPB HrfB@t - tPD PBY HrfY@t - tP - tYD PYB HE1@t - 2 tP - 2 tYD rfB@t - tP - 2 tYD PBP +
E13@t - tP - tS - 2 tYD PBS tbB@t - tP - 2 tYDL + EinY@t - tP - tYD tbY@t - tP - tYDL +

PBX tbB@t - tPD HEinX@t - tP - tXD tbX@t - tP - tXD + rfX@t - tP - tXD PXB HE13@t -
tP - tS - 2 tXD rbB@t - tP - 2 tXD PBS + E1@t - 2 tP - 2 tXD PBP tfB@t - tP - 2 tXDLLL
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E13lhs@tD
EinS@tD tbS@tD +

rfS@tD PSB HPBY HrfY@t - tS - tYD PYB HE1@t - tP - tS - 2 tYD rfB@t - tS - 2 tYD PBP +
E13@t - 2 tS - 2 tYD PBS tbB@t - tS - 2 tYDL + EinY@t - tS - tYD tbY@t - tS - tYDL

tfB@t - tSD + rbB@t - tSD PBX HEinX@t - tS - tXD tbX@t - tS - tXD +
rfX@t - tS - tXD PXB HE13@t - 2 tS - 2 tXD rbB@t - tS - 2 tXD PBS +

E1@t - tP - tS - 2 tXD PBP tfB@t - tS - 2 tXDLLL
ü Basic relations

ü Basic idea of linear appoximation

When a field evolution over a time step of t is given as 
E(t0) = M(t0) E(t0-t), 

a longer jump can be given as
E(t0) = M(t0) M(t0-t) M(t0-2 t) ... M(t0-(N-1)t) E(t0-N t)

In the expression of M(t-n t), use a linearlinzed formula - time dependence is linear -, like
r(t) = r0*exp( Â w  Dt ), Dt=t-t0, 

which is valid between t and t-Nt. In this formula, r0 and w are evaluated using given values at time t and t-Nt.
By using this linear approximastion, the product of M(t)s shown above can be simplified as is shown below. 

Another approximation used is to keep only the first term proportional to time, e.g., exp[Â w t] > 1 + Â w t. Typical value of
this expansion parameter is estimated as follows.

wxxx N t = N µ OH k v t L = N µ OH 2 pÅÅÅÅÅÅÅÅÅl v LÅÅÅÅÅÅc L = N µ OI 2 pÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ10-6  HmL 10-6  Hm ê sL 2µ10 HmLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 108  HmêsL M = N µ OH 10-6 L
This is a case of 10 m cavity, with a mirror moving at 10-6 m/s. For this case, the accuracy. or the second order correction
which is neglected, is O( 10-6 ) with N = 1000. 

ü Calculation of fields

Right hand sides of E1lhs and E13lhs are split into two parts, one depending on the past values of E1 and E13 and the part
depending on the external fields.

E1Internal @t_D := E1lhs@tD ê. 8 EinP@_D Ø 0, EinX@_D Ø 0, EinY@_D Ø 0, EinS@_D Ø 0<
E13Internal @t_D := E13lhs@tD ê. 8 EinP@_D Ø 0, EinX@_D Ø 0, EinY@_D Ø 0, EinS@_D Ø 0<
E1External@t_D := Simplify@E1lhs@tD - E1Internal@tDD
E13External@t_D := Simplify@E13lhs@tD - E13Internal@tDD
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E1Internal@tD
rfP@tD PPB HrfB@t - tPD rfY@t - tP - tYD PBY PYBHE1@t - 2 tP - 2 tYD rfB@t - tP - 2 tYD PBP + E13@t - tP - tS - 2 tYD PBS tbB@t - tP - 2 tYDL +

rfX@t - tP - tXD PBX PXB tbB@t - tPDHE13@t - tP - tS - 2 tXD rbB@t - tP - 2 tXD PBS + E1@t - 2 tP - 2 tXD PBP tfB@t - tP - 2 tXDLL
E1External@tD

EinP@tD tbP@tD + rfP@tD PPB HEinX@t - tP - tXD PBX tbB@t - tPD tbX@t - tP - tXD +
EinY@t - tP - tYD rfB@t - tPD PBY tbY@t - tP - tYDL

E13Internal@tD
rfS@tD PSB HrfY@t - tS - tYD PBY PYBHE1@t - tP - tS - 2 tYD rfB@t - tS - 2 tYD PBP + E13@t - 2 tS - 2 tYD PBS tbB@t - tS - 2 tYDL

tfB@t - tSD + rbB@t - tSD rfX@t - tS - tXD PBX PXBHE13@t - 2 tS - 2 tXD rbB@t - tS - 2 tXD PBS + E1@t - tP - tS - 2 tXD PBP tfB@t - tS - 2 tXDLL
E13External@tD

EinS@tD tbS@tD + rfS@tD PSB HEinX@t - tS - tXD rbB@t - tSD PBX tbX@t - tS - tXD +
EinY@t - tS - tYD PBY tbY@t - tS - tYD tfB@t - tSDL

ü Linear approximation

Mirrors are moving at constant velocities, and they are reflected as the change of reflectivity of each mirror. The change of
the external input fields are explicitly assumed to be of the form 
E0  µ Exp[Â b t]
where E0 and b are constant during the time to calculate the field evolution.

vB is 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2 of the beam splitter mirror velocity due to the mirror tilt.
t should be interpreted as t-t0, or the current time is set to 0.

LinearMotion := 8rfP@t_D Ø rfP0 Exp@Â 2 k vP t D, rfB@t_D -> rfB0 Exp@Â 2 k vB tD,
rbB@t_D Ø rbB0 Exp@-Â 2 k vB  tD, rfX@t_D -> rfX0 Exp@Â 2 k vx tD,
rfY@t_D -> rfY0 Exp@Â 2 k vY tD, rfS@t_D -> rfS0 Exp@Â 2 k vS tD, tbP@t_D Ø tbP0 ,
tbB@t_D Ø tbB0, tfB@t_D Ø tfB0, tbX@t_D Ø tbX0, tbY@t_D Ø tbY0, tbS@t_D Ø tbS0<;

LinearField := 8EinP@t_D Ø EinP0 Exp@ Â bP tD, EinX@t_D -> EinX0 Exp@ Â bX tD,
EinY@t_D -> EinY0 Exp@ Â bY tD, EinS@t_D -> EinS0 Exp@ Â bS tD<;
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Expand@E1Internal@tD ê. LinearMotionD
‰2 Â k t vP +2 Â k Ht-tP-tXL vx rfP0 rfX0 tbB0 tfB0 E1@t - 2 tP - 2 tXD PBP PBX PPB PXB +

‰-2 Â k Ht-tP-2 tXL vB +2 Â k t vP +2 Â k Ht-tP-tXL vx rbB0 rfP0 rfX0 tbB0 E13@t - tP - tS - 2 tXD PBS PBX PPB PXB +

‰2 Â k Ht-tPL vB +2 Â k Ht-tP-2 tYL vB +2 Â k t vP +2 Â k Ht-tP-tYL vY rfB02 rfP0 rfY0 E1@t - 2 tP - 2 tYD PBP PBY PPB PYB +

‰2 Â k Ht-tPL vB +2 Â k t vP +2 Â k Ht-tP-tYL vY rfB0 rfP0 rfY0 tbB0 E13@t - tP - tS - 2 tYD PBS PBY PPB PYB

Expand@E13Internal@tD ê. LinearMotionD
‰-2 Â k Ht-tSL vB +2 Â k t vS +2 Â k Ht-tS-tXL vx rbB0 rfS0 rfX0 tfB0 E1@t - tP - tS - 2 tXD PBP PBX PSB PXB +

‰-2 Â k Ht-tSL vB -2 Â k Ht-tS-2 tXL vB +2 Â k t vS +2 Â k Ht-tS-tXL vx

rbB02 rfS0 rfX0 E13@t - 2 tS - 2 tXD PBS PBX PSB PXB +

‰2 Â k Ht-tS-2 tYL vB +2 Â k t vS +2 Â k Ht-tS-tYL vY rfB0 rfS0 rfY0 tfB0 E1@t - tP - tS - 2 tYD PBP PBY PSB PYB +

‰2 Â k t vS +2 Â k Ht-tS-tYL vY rfS0 rfY0 tbB0 tfB0 E13@t - 2 tS - 2 tYD PBS PBY PSB PYB

Expand@E1External@tD ê. LinearMotion ê. LinearFieldD
‰Â t bP EinP0 tbP0 + ‰2 Â k t vP +Â Ht-tP-tXL bX EinX0 rfP0 tbB0 tbX0 PBX PPB +

‰2 Â k Ht-tPL vB +2 Â k t vP +Â Ht-tP-tYL bY EinY0 rfB0 rfP0 tbY0 PBY PPB

Expand@E13External@tD ê. LinearMotion ê. LinearFieldD
‰Â t bS EinS0 tbS0 + ‰-2 Â k Ht-tSL vB +2 Â k t vS +Â Ht-tS-tXL bX EinX0 rbB0 rfS0 tbX0 PBX PSB +

‰2 Â k t vS +Â Ht-tS-tYL bY EinY0 rfS0 tbY0 tfB0 PBY PSB
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ü Propagation times, t's

ü tN  LH N ´ BLÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄc  : distance between mirror N and the beam splitter
t = 2¥ Hmax@tP , tSD+ max@tX , tY DL
DXY = tX - tY
DPS = tP - tS

tP + 2 tX + tS ê. 8tP Ø t - tX - tY - tS< ê. 8tY Ø tX - DXY<
tP + 2 tY + tS ê. 8tP Ø t - tX - tY - tS< ê. 8tX Ø DXY + tY<
2 tP + 2 tX ê. 82 tP + 2 tX Ø t + tP + tX - tY - tS< ê. 8tP Ø DPS + tS , tX Ø DXY + tY<
2 tP + 2 tY ê. 82 tP + 2 tY Ø t + tP - tX + tY - tS< ê. 8tP Ø DPS + tS , tX Ø DXY + tY<
2 tX + 2 tS ê. 82 tX + 2 tS Ø t - tP + tX - tY + tS< ê. 8tP Ø DPS + tS , tX Ø DXY + tY<
2 tY + 2 tS ê. 82 tY + 2 tS Ø t - tP - tX + tY + tS< ê. 8tP Ø DPS + tS , tX Ø DXY + tY<

t + DXY

t - DXY

t + DPS + DXY

t + DPS - DXY

t - DPS + DXY

t - DPS - DXY

ü Choice of t

The choice of t is arbitrary. For the case of FP cavity, one round trip time was a convenient choice and it worked. For the
case of DRM, there are several cavity lengths, and the choice is not unique. Most natural choice is the average trip time, 

tP + tS + tX + tY
Unfortunately, it turns out that one needs to do "extrapolation" (explained below) is this value is used, and "extrapolation"
makes simulation unstable. In order to avoid that, 

t = 2 µ Hmax@tP , tS D + max@tX , tY DL
is used in the following calculation, with which all calculations can be done by "interpolation".
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ü Linearlination of internal fields

ü The formula expressing EP (=E1) and ES (=E13) at time t by using past internal fields and external input 
fields

Ep@tD = Mpxp@tD Ep@t - t - dpxpD + Mpyp@tD Ep@t - t - dpypD
            +  Mpxs[t] Ep[t - t - dpxs]       + Mpys[t] Ep[t - t - dpys] 
            +  EpExt[t]

Es@tD = Msxp@tDEp@t - t - dsxpD + Msyp@tDEp@t - t - dsypD
           +  Msxs[t] Es[t - t - dsxs] + Msys[t] Ep[t - t - dsys] 
           +  EsExt[t]

Fields at time t-t-d can be expressed by fields at time t and t-t as follows by linear interpolation.

Eps[t-t-d] = Eps[t-t] - DEps d = Eps[t-t] - HEps@tD - Eps@t - tDL dÅÅÅÅt

The choice of t discussed above is that all d's become negative, i.e., evaluation can be done by "interpolating" fields between
time t and t-t.

Ep@tD = Mpxp@tD H Ep@t - tD - DEp dpxpL + Mpyp@tD HEp@t - tD - DEp dpypL + Mpxs[t]  (Es[t-t]-DEs  dpxs)  + Mpys[t]  (Es[t-
t]-DEs dpys)+ EpExt[t]
           = ( Mpxp[t] + Mpyp[t] ) Ep[t-t] + ( Mpxs[t] + Mpys[t] ) Es[t-t] 
             - Mpxp dpxpÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt  ( Ep[t]-Ep[t-t] ) - Mpyp dpypÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt  ( Ep[t]-Ep[t-t] ) - Mpxs dpxsÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt  ( Es[t]-Es[t-t] ) - Mpys dpysÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt  ( Es[t]-Es[t-t]
) + EpExt[t]
         = - (Mpxp dpxpÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + Mpyp dpypÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt ) Ep[t] -(Mpxs dpxsÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + Mpys dpysÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt ) Es[t] 
           + ( Mpxp + Mpyp + Mpxp dpxpÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + Mpyp dpypÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt ) Ep[t-t] + ( Mpxs + Mpys + Mpxs dpxsÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + Mpxs dpxsÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt ) Es[t-t] + EpExt[t]
        = -mpp Ep[t] - mps Es[t] + Mpp Ep[t-t] + Mps Es[t-t] + EpExt[t]
        

mpp = Mpxp dpxpÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + Mpyp dpypÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt
mps = Mpxs dpxsÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + Mpys dpysÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt
Mpp = Mpxp + Mpyp + mpp
Mps = Mpxs + Mpys + mpsJ 1 + mpp mps

msp 1 + mss N@tD J Ep
Es N@tD= J Mpp Mps

Msp Mss N@tD J Ep
Es N@t - tD  + J EpExt

EsExt N [t]

MPXP is the coupling of the previous EP Ht - tL to the current EP HtL , through the reflection by mirror X. 
mpp also couples the past and present EP , but is directly caused by the difference of the length between LX¨B and LY¨B . msp
is an important coupling to observe. If a field is resonant in the cavity (all propagators  are 1) and if two ITMs have same
refractive indexes HrfX = rfY L , then msp is proportional to tX - tY . Due to this coupling, the field EP can leak into the signal
recycling cavity even when the dark port condition is fully satisfied.

EP Internal = APXP  Exp[Â wPXP  t]( EP @t - tD  - HEP @tD - EP @t - tDL dXPXÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt  )
                    + APYP  Exp[Â wPYP  t] ) EP @t - tD  + ( APXS Exp[Â wPXS  t] + APYS Exp[Â wPYS  t] ) ES @t - tD
Mpp = APXP  Exp@Â wPXP  tD  + APYP  Exp@Â wPYP  tD  + mpp = AMpp + mpp
mpp = APXP  Exp@Â wPXP  tD  dPXPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + APYP  Exp@Â wPYP  tD dPYPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt
         > APXP  dPXPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + APYP

dPYPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + Â t ( APXP wPXP  dPXPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + APYP wPYP
dPYPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt )
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EP Internal = APXP  Exp[Â wPXP  t]( EP @t - tD  - HEP @tD - EP @t - tDL dXPXÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt  )
                    + APYP  Exp[Â wPYP  t] ) EP @t - tD  + ( APXS Exp[Â wPXS  t] + APYS Exp[Â wPYS  t] ) ES @t - tD
Mpp = APXP  Exp@Â wPXP  tD  + APYP  Exp@Â wPYP  tD  + mpp = AMpp + mpp
mpp = APXP  Exp@Â wPXP  tD  dPXPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + APYP  Exp@Â wPYP  tD dPYPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt
         > APXP  dPXPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + APYP

dPYPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + Â t ( APXP wPXP  dPXPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt + APYP wPYP
dPYPÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅt )

ü Moving the left hand side matrix to right

J Ep
Es N@tD=J 1 + mpp mps

msp 1 + mss N-1 @tD  J Mpp Mps
Msp Mss N@tD J Ep

Es N@t - tD  +J 1 + mpp mps
msp 1 + mss N-1 @tD J EpExt

EsExt N[t]
InvS = SeriesAInverseA J ONEmpp0 + Â t mpp1 mps0 + Â t mps1

msp0 + Â t msp1 ONEmss0 + Â t mss1
NE, 8t, 0, 1<E;

ONEmpp0 = 1 + mpp0, ONEmss0 = 1 + mss0

InvS ê. 8t Ø 0<
99 ONEmss0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-mps0 msp0 + ONEmpp0 ONEmss0 , -

mps0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-mps0 msp0 + ONEmpp0 ONEmss0 =,9-

msp0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-mps0 msp0 + ONEmpp0 ONEmss0 , ONEmpp0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-mps0 msp0 + ONEmpp0 ONEmss0 ==

FullSimplify@SeriesCoefficient@InvS@@1, 1DD, 1DD
FullSimplify@SeriesCoefficient@InvS@@1, 2DD, 1DD
FullSimplify@SeriesCoefficient@InvS@@2, 1DD, 1DD
FullSimplify@SeriesCoefficient@InvS@@2, 2DD, 1DD

-
Â Hmps0 msp0 mss1 - Hmps1 msp0 + mps0 msp1L ONEmss0 + mpp1 ONEmss02L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHmps0 msp0 - ONEmpp0 ONEmss0L2

Â H-mps02 msp1 + mps0 mss1 ONEmpp0 + mpp1 mps0 ONEmss0 - mps1 ONEmpp0 ONEmss0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHmps0 msp0 - ONEmpp0 ONEmss0L2

Â H-mps1 msp02 + msp0 mss1 ONEmpp0 + mpp1 msp0 ONEmss0 - msp1 ONEmpp0 ONEmss0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHmps0 msp0 - ONEmpp0 ONEmss0L2

-
Â Hmpp1 mps0 msp0 + ONEmpp0 H-mps1 msp0 - mps0 msp1 + mss1 ONEmpp0LL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHmps0 msp0 - ONEmpp0 ONEmss0L2

Expand@H A0 + Â t A1 L * HB0 + Â t B1 LD
A0 B0 + Â A1 B0 t + Â A0 B1 t - A1 B1 t2
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Mpp := Apxp Exp@ Â wpxp t D + Apyp Exp@Â wpyp t D + mpp;
Mps := Apxs Exp@ Â wpxs t D + Apys Exp@Â wpys t D + mps;
Msp := Asxp Exp@ Â wsxp t D + Asyp Exp@Â wsyp t D + msp;
Mss := Asxs Exp@ Â wsxs t D + Asys Exp@Â wsys t D + mss;
mpp := Apxp Exp@ Â wpxp t D dpxp + Apyp Exp@Â wpyp t D dpyp;
mps := Apxs Exp@ Â wpxs t D dpxs + Apys Exp@Â wpys t D dpys;
msp := Asxp Exp@ Â wsxp t D dsxp + Asyp Exp@Â wsyp t D dsyp;
mss := Asxs Exp@ Â wsxs t D dsxs + Asys Exp@Â wsys t D dsys;
MEp := App Exp@Â wpp tD + Apx Exp@Â wpx tD + Apy Exp@Â wpy t D;
MEs := Ass Exp@Â wss tD + Asx Exp@Â wsx tD + Asy Exp@Â wsy t D;

ü valication

Apxp := rP rX  tB
2 PPB  PBX  PXB  PBP ;

Apyp := rP rY  rB
2 PPB  PBY  PYB  PBP ;

Apxs := rB  rP rX  tB PPB  PBX  PXB  PBS ;
Apys := -rB  rP rY  tB PPB  PBY  PYB  PBS ;
Asxp := rB  rS rX  tB PSB  PBX  PXB  PBP ;
Asyp := -rB rS  rY  tB PSB  PBY  PYB  PBP ;
Asxs := rB

2  rS rX PSB  PBX  PXB  PBS ;
Asys := rS rY  tB

2 PSB  PBY  PYB  PBS ;
PPB := Exp@-Â k Lp D;
PBP := Exp@-Â k Lp D;
PBX := Exp@-Â k Lx D;
PXB := Exp@-Â k Lx D;
PBY := Exp@-Â k Ly D;
PYB := Exp@-Â k Ly D;
PSB := Exp@-Â k Ls D;
PBS := Exp@-Â k Ls D;
ttaauu = 2 HLs + Lx L;
Dps := HLp - LsL ê ttaauu;
Dxy := HLx - LyL ê ttaauu;
dcorr := Dxy - Dps;
dpxp := Dps + Dxy - dcorr;
dpyp := Dps - Dxy - dcorr;
dpxs := Dxy - dcorr;
dpys := -Dxy - dcorr;
dsxp := Dxy - dcorr;
dsyp := -Dxy - dcorr;
dsxs := Dxy - Dps - dcorr;
dsys := -Dxy - Dps - dcorr;
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LPRM = 37.5 10^-6;
TPRM = 0.0086;

LSRM = 37.5 10^-6;
TSRM = 0.005;

RBS = 0.49985;
TBS = 0.49985;

LITMX = 37.5 10^-6;
TITMX = 0.005;

LITMY = 37.5 10^-6;
TITMY = 0.005;H* cavity quantities *L
LengPRM = 0.2;
LengITMX = 2;
LengITMY = 1.7;
LengSRM = 0.4058;

SBFreq = 69.625263 10^6;
Cspeed = 2.99792458 10^8;

delZ = 6.22125057 10-12 ;

numeric := 9
rB -> Sqrt@ RBS D,
tB -> Sqrt@ TBS D,
rX -> Sqrt@ 1 - LITMX - TITMX D,
rY -> Sqrt@ 1 - LITMY - TITMY D,

rS -> Sqrt@ 1 - LSRM - TSRM D ExpA Â 2 p
2 delZ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1.064 10-6

E,

rP -> Sqrt@ 1 - LPRM - TPRM D,
tP Ø Sqrt@ TPRM D,
k -> 2 Pi SBFreq ê Cspeed 0, H* for now CR *L
cc Ø Cspeed,
Lp Ø LengPRM, Lx Ø LengITMX, Ly Ø LengITMY, Ls Ø LengSRM=

MM00 = J Apxp + Apyp Apxs + Apys
Asxp + Asyp Asxs + Asys N ê. numeric

880.992863, 0.<, 85.55112 µ 10-17 + 0. Â, 0.994664 + 0.000073084 Â<<
mm11 = J Apxp dpxp + Apyp dpyp Apxs dpxs + Apys dpys

Asxp dsxp + Asyp dsyp Asxs dsxs + Asys dsys N ê. numeric

88-0.146837, 0.0619043<, 80.0620166 + 4.55674 µ 10-6 Â, -0.0620166 - 4.55674 µ 10-6 Â<<
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H Apxp Apyp Apxs Apys Asxp Asyp Asxs Asys L ê. numeric880.496431, 0.496431, 0.496431, -0.496431, 0.497332 + 0.000036542 Â,
-0.497332 - 0.000036542 Â, 880.497332 + 0.000036542 Â, 0.497332 + 0.000036542 Â<<<<
H dpxp dpyp dpxs dpys dsxp dsyp dsxs dsys L ê. numeric88-0.0855433, -0.210242, -0.0427716, -0.16747, -0.0427716, -0.16747, 0, -0.124699<<
MM11Amp = InverseA J 1 0

0 1 N + mm11E.H MM00 + mm11L
880.991594 - 3.17408 µ 10-9 Â, 0.000414761 - 5.67857 µ 10-6 Â<,80.000555764 + 4.37451 µ 10-8 Â, 0.994284 + 0.0000782618 Â<<
8EigVal0, EigVec0< = Eigensystem@MM00D8EigVal1, EigVec1< = Eigensystem@MM11D880.860184 - 0.498603 Â, 0.859352 + 0.49812 Â<,880.482234 - 0.000753907 Â, 0.876042 + 0. Â<, 80.875672 + 0. Â, -0.482905 + 0.000754955 Â<<<880.887288 - 0.470133 Â, 0.825569 + 0.52815 Â<,880.47953 + 0.0000812605 Â, 0.877525 + 0. Â<, 80.874212 + 0. Â, -0.485544 - 0.000370173 Â<<<
Abs@ EigVal0@@1DDD
Abs@ EigVal0@@2DDD
Abs@ EigVal1@@1DDD
Abs@ EigVal1@@2DDD

0.994244

0.993282

1.00414

0.980054

ü E1internal

‰2 Â k t vP +2 Â k Ht-tP-tXL vx rfP0 rfX0 tbB0 tfB0 E1@t - 2 tP - 2 tXD PBP PBX PPB PXB +

‰-2 Â k Ht-tP-2 tXL vB +2 Â k t vP +2 Â k Ht-tP-tXL vx rbB0 rfP0 rfX0 tbB0 E13@t - tP - tS - 2 tXD
PBS PBX PPB PXB + ‰2 Â k Ht-tPL vB +2 Â k Ht-tP-2 tYL vB +2 Â k t vP +2 Â k Ht-tP-tYL vY

rfB02 rfP0 rfY0 E1@t - 2 tP - 2 tYD PBP PBY PPB PYB +

‰2 Â k Ht-tPL vB +2 Â k t vP +2 Â k Ht-tP-tYL vY rfB0 rfP0 rfY0 tbB0 E13@t - tP - tS - 2 tYD PBS PBY PPB PYB
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ü phase

Simplify@ Series@ Factor@2 Â k t vP + 2 Â k Ht - tP - tXL vxD ê H2 Â kL, 8t, 0, 1<DD
Simplify@ Series@

Factor@2 Â k Ht - tPL vB + 2 Â k Ht - tP - 2 tYL vB + 2 Â k t vP + 2 Â k Ht - tP - tYL vYDê H2 Â kL,8t, 0, 1<DD
Simplify@ Series@ Factor@-2 Â k Ht - tP - 2 tXL vB + 2 Â k t vP + 2 Â k Ht - tP - tXL vxD ê H2 Â kL,8t, 0, 1<DD
Simplify@ Series@ Factor@2 Â k Ht - tPL vB + 2 Â k t vP + 2 Â k Ht - tP - tYL vYD ê H2 Â kL,8t, 0, 1<DD

-HtP + tXL vx + HvP + vxL t + O@tD2

-HtP + tYL H2 vB + vYL + H2 vB + vP + vYL t + O@tD2HHtP + 2 tXL vB - HtP + tXL vxL + H-vB + vP + vxL t + O@tD2H-tP vB - HtP + tYL vYL + HvB + vP + vYL t + O@tD2

E1[t-2 tP-2 tX] = E1[t-t - DPS - DXY ] : dpxp = Dps + Dxy
E1[t-2 tP-2 tY] = E1[t-t - DPS + DXY ] : dpyp = Dps - Dxy
E13[t-tP-tS-2 tX]= E13[t - t - DXY ] : dpxs = Dxy
E13[t-tP-tS-2 tY] = E13[ t - t + DXY  ] : dpys = - Dxy

ü summary

Ep = E1, Es = E13

EP Internal = (APXP  Exp[Â wPXP  t] + APYP  Exp[Â wPYP  t] ) EP @t - tD  + ( APXS Exp[Â wPXS  t] + APYS Exp[Â wPYS  t] ) ES @t - tD
APX P =rfP0 rfX0 tB02 FBP FBX FPB FXB  Exp[-Â 2 k HtP + tXL vx ]  
wPXP = 2 k ( vP + vX )
dpxp = Dps + Dxy
APYP = rfB02 rfP0 rfY0 FBP FBY FPB FYB  Exp[ -Â 2 k HtP + tYL H2 vB + vYL ] 
wPYP = 2 k H2 vB + vP + vYL
dpyp = Dps - Dxy
APXS = rbB0 rfP0 rfX0 tB0 FBP FBX FSB FXB E13 Exp[ -Â 2 k H-HtP + 2 tXL vB + HtP + tXL vxL ] 
wPXS = 2 k H-vB + vP + vxL
dpxs = Dxy
APYS = rfB0 rfP0 rfY0 tB0 FBP FBY FSB FYB Exp[ -Â 2 k  HtP vB + HtP + tYL vYL ] 
wPYS = 2 k HvB + vP + vyL
dpys = - Dxy

Apxp := rP0 rX0 tB0^2 propP2 propX2 ;
Apyp := rP0 rY0 rB0^2 propP2 propY2 ;
Apxs := -rB0 rP0 rX0 tB0 propP propX2 propS;
Apys := rB0 rP0 rY0 tB0 propP propY2  propS;

DRM_fastSim.nb 20



ü E13internal

‰-2 Â k Ht-tSL vB +2 Â k t vS +2 Â k Ht-tS-tXL vx rbB0 rfS0 rfX0 tfB0 E1@t - tP - tS - 2 tXD PBP PBX PSB PXB +

‰-2 Â k Ht-tSL vB -2 Â k Ht-tS-2 tXL vB +2 Â k t vS +2 Â k Ht-tS-tXL vx rbB02 rfS0 rfX0
E13@t - 2 tS - 2 tXD PBS PBX PSB PXB + ‰2 Â k Ht-tS-2 tYL vB +2 Â k t vS +2 Â k Ht-tS-tYL vY

rfB0 rfS0 rfY0 tfB0 E1@t - tP - tS - 2 tYD PBP PBY PSB PYB +

‰2 Â k t vS +2 Â k Ht-tS-tYL vY rfS0 rfY0 tbB0 tfB0 E13@t - 2 tS - 2 tYD PBS PBY PSB PYB

ü phase

Simplify@
Series@ Factor@-2 Â k Ht - tSL vB + 2 Â k t vS + 2 Â k Ht - tS - tXL vxD êH2 Â kL, 8t, 0, 1<DD

Simplify@ Series@ Factor@2 Â k Ht - tS - 2 tYL vB + 2 Â k t vS + 2 Â k Ht - tS - tYL vYD ê H2 Â kL,8t, 0, 1<DD
Simplify@ Series@ Factor@-2 Â k Ht - tSL vB - 2 Â k Ht - tS - 2 tXL vB +

2 Â k t vS + 2 Â k Ht - tS - tXL vxD ê H2 Â kL, 8t, 0, 1<DD
Simplify@ Series@ Factor@2 Â k t vS + 2 Â k Ht - tS - tYL vYD ê H2 Â kL, 8t, 0, 1<DDHtS vB - HtS + tXL vxL + H-vB + vS + vxL t + O@tD2H-HtS + 2 tYL vB - HtS + tYL vYL + HvB + vS + vYL t + O@tD2HtS + tXL H2 vB - vxL + H-2 vB + vS + vxL t + O@tD2

-HtS + tYL vY + HvS + vYL t + O@tD2

E1[t-tP-tS-2 tX] = E1[t-t - DXY ] : dsxp =  Dxy
E1[t-tP-tS-2 tY]= E1[t-t + DXY ] : dsyp = - Dxy
E13[t-2 tS-2 tX]= E13[t - t + DPS - DXY ] : dsxs = Dxy - DPS
E13[t-2 tS-2 tY] = E13[ t - t + DPS + DXY  ] : dsys = - Dxy- DPS

ü summary

Ep = E1, Es = E13

ES Internal = (ASXP  Exp[Â wSXP  t] + ASYP  Exp[Â wSYP  t] ) EP @t - tD  + ( ASXS Exp[Â wSXS  t] + ASYS Exp[Â wSYS  t] ) ES @t - tD
ASX P =rbB0 rfS0 rfX0 tB0 FBS FBX FPB FXB  Exp[-Â 2 k H-tS vB + HtS + tXL vxL ] 
wSXP = 2 k H-vB + vS + vxL
dsxp =  Dxy
ASYP = rfB0 rfS0 rfY0 tB0 FBS FBY FPB FYB  Exp[ -Â 2 k HHtS + 2 tYL vB + HtS + tYL vYL ] 
wSYP = 2 k HvB + vS + vYL
dsyp = - Dxy
ASXS = rbB02 rfS0 rfX0 FBS FBX FSB FXB  Exp[ -Â 2 k HtS + tXL H-2 vB + vxL ] 
wSXS = 2 k H-2 vB + vS + vxL
 dsxs = Dxy - DPS
ASYS = rfS0 rfY0 tB02 FBS FBY FSB FYB  Exp[ -Â 2 k  HtS + tYL vY ] 
wSYS = 2 k HvS + vYL
dsys = - Dxy- DPS
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ü E1external

‰Â t bP EinP0 tP0 - ‰2 Â k t vP +Â Ht-tP-tXL bX EinX0 rP0 tB0 tX0 FBP FXB +

‰2 Â k Ht-tPL vB +2 Â k t vP +Â Ht-tP-tYL bY EinY0 rB0 rP0 tY0 FBP FYB

ü phase

Simplify@ Series@ Factor@2 Â k Ht - tPL vB + 2 Â k t vPD ê H2 Â kL, 8t, 0, 1<DD
-tP vB + HvB + vPL t + O@tD2

ü summary

Ep = E1, Es = E13

EP External = APP  Exp[ Â wPP t ] EinP0 + APX  Exp[ Â wPX t ] EinX0 + APY  Exp[ Â wPY t ] EinY0
AP P = tP0
wPP = bP
AP X = -rP0 tB0 tX0 FBP FXB Exp[-Â (tP+tX) bX ]
wPX = bX + 2 k vP
AP Y = rB0 rP0 tY0 FBP FYB Exp[ -Â ( (tP + tY) bY + 2 k tP vB ) ]
wPY = bY + 2 k ( vB + vP )

ü E13external

‰Â t bS EinS0 tS0 - ‰-2 Â k Ht-tSL vB +2 Â k t vS +Â Ht-tS-tXL bX EinX0 rBConj0 rS0 tX0 FBS FXB -

‰2 Â k t vS +Â Ht-tS-tYL bY EinY0 rS0 tB0 tY0 FBS FYB

ü phase

Simplify@ Series@ Factor@-2 Â k Ht - tSL vB + 2 Â k t vSD ê H2 Â kL, 8t, 0, 1<DD
tS vB + H-vB + vSL t + O@tD2

ü summary

Ep = E1, Es = E13
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ES External = ASS  Exp[ Â wSS t ] EinS0 + ASX  Exp[ Â wSX t ] EinX0 + ASY  Exp[ Â wSY t ] EinY0
ASS = tS0
wSS = bS

AS X = -rBConj0 rS0 tX0 FBS FXB Exp[-Â ( (tS+tX) bX  - 2 k tS vB ) ]
wSX = bX + 2 k ( vS - vB )
AS Y = -rS0 tB0 tY0 FBS FYB Exp[ -Â  (tS + tY) bY  ]
wSY = bY + 2 k vS

ü Summart of fields

EP Internal = (APXP  Exp[Â wPXP  t] + APYP  Exp[Â wPYP  t] ) EP @t - tD  + ( APXS Exp[Â wPXS  t] + APYS Exp[Â wPYS  t] ) ES @t - tD
ES Internal = (APXP  Exp[Â wPXP  t] + APYP  Exp[Â wPYP  t] ) EP @t - tD  + ( APXS Exp[Â wPXS  t] + APYS Exp[Â wPYS  t] ) ES @t - tD
EP External = APP  Exp[ Â wPP t ] EinP0 + APX  Exp[ Â wPX t ] EinX0 + APY  Exp[ Â wPY t ] EinY0
ES External = ASS  Exp[ Â wSS t ] EinS0 + ASX  Exp[ Â wSX t ] EinX0 + ASY  Exp[ Â wSY t ] EinY0

ü Details list

"t" in the exponent = t - t(now).

EPint@t_D := HCAPXP Exp@Â CwPXP  tD + CAPYP  Exp@Â CwPYP  tDL Ep@t0 - tD +HCAPXS Exp@Â CwPXS  tD + CAPYS  Exp@Â CwPYS  tDL Es@t0 - tD;
APXP := r0P r0X  t0B

2 PPB  PBX  PXB  PBP  Exp@-Â 2 k HtP + tXL vXD Exp@ -Â VEP  HDPS + DXYLD;
wPXP := 2 k HvP + vXL;
APYP := r0P r0Y  r0B

2 PPB  PBY  PYB  PBP  Exp@-Â 2 k HtP + tYL H2 vB + vYLD Exp@ -Â VEP  HDPS - DXYLD;
wPYP := 2 k H2 vB + vP + vYL;
APXS :=

rb0B  r0P r0X  t0B PPB  PBX  PXB  PBS  Exp@-Â 2 k HHtP + tXL vX - HtP + 2 tXL vBLD Exp@ -Â VES  DXYD;
wPXS := 2 k HvP + vX - vBL;
APYS := r0B  r0P r0Y  t0B PPB  PBY  PYB  PBS  Exp@-Â 2 k HtP  vB + HtP + tYL vYLD Exp@ Â VES  DXYD;
wPYS := 2 k HvP + vY + vBL;

ESint@t_D := HCASXP Exp@Â CwSXP  tD + CASYP  Exp@Â CwSYP  tDL Ep@t0 - tD +HCASXS Exp@Â CwSXS  tD + CASYS  Exp@Â CwSYS  tDL Es@t0 - tD;
ASXP := rb0B  r0S r0X  t0B PSB  PBX  PXB  PBP  Exp@-Â 2 k HHtS + tXL vX - tS  vBLD Exp@ -Â VEP  DXYD;
wSXP := 2 k HvS + vX - vBL;
ASYP :=

r0B r0S  r0Y  t0B PSB  PBY  PYB  PBP  Exp@-Â 2 k HHts + 2 tYL vB + HtS + tYL vYLD Exp@ Â VEP  DXYD;
wSYP := 2 k HvB + vS + vYL;
ASXS := rb0B

2  r0S r0X PSB  PBX  PXB  PBS  Exp@-Â 2 k HtS + tXL HvX - 2 vBLD Exp@ Â VES  HDPS - DXYLD;
wSXS := 2 k HvS + vX - 2 vBL;
ASYS := r0S r0Y  t0B

2 PSB  PBY  PYB  PBS  Exp@-Â 2 k HtS + tYL vYD Exp@ Â VES  HDPS + DXYLD;
wSYS := 2 k HvS + vYL;
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EPext@t_D := CAPP  Exp@Â CwPP  tD Ein0P + CAPX  Exp@Â CwPX  tD Ein0X + CAPY  Exp@Â CwPY  tD Ein0Y ;
APP := t0P ;
wPP := bP ;
APX := -r0P  t0B  t0X  PPB  PBX  Exp@-Â HtP + tXL bXD;
wPX := bX + 2 k vP ;
APY := r0B  r0P  t0Y  PPB  PBY  Exp@-Â HHtP + tYL bY + 2 k tP  vBLD;
wPY := bY + 2 k HvB + vPL;

ESext@t_D := CASS  Exp@Â CwSS  tD Ein0P + CASX  Exp@Â CwSX  tD Ein0X + CAPY  Exp@Â CwSY  tD Ein0Y ;
ASS := t0S ;
wPP := bS ;
ASX := -rb0B  r0S  t0X  PSB  PBX  Exp@-Â HHtS + tXL bX - 2 k tS  vBLD;
wSX := bX + 2 k HvS - vBL;
ASY := -t0B  r0S  t0Y  PSB  PBY  Exp@-Â HtS + tYL bYD;
wSY := bY + 2 k vS ;

ü Some calculation

vMTo0 := 8vP Ø 0, vS Ø 0, vX Ø 0, vY Ø 0, vB Ø 0<
VETo0 := 8VES Ø 0, VEP Ø 0<
FullSimplify@HAPXP + APYPL - HASXS + ASYSL ê. vMTo0 ê. VETo0D

r0P PBP PPB Hr0X t0B
2 PBX PXB + r0B

2 r0Y PBY PYBL - r0S PBS PSB Hr0X rb0B
2 PBX PXB + r0Y t0B

2 PBY PYBL
FullSimplify@HHAPXP + APYPL - HASXS + ASYSLL2 + 4 HAPXS + APYSL HASXP + ASYPL ê. vMTo0 ê. VETo0D

4 r0P r0S t0B
2 PBP PBS PPB PSB Hr0X rb0B PBX PXB - r0B r0Y PBY PYBL2 +Hr0P PBP PPB Hr0X t0B

2 PBX PXB + r0B
2 r0Y PBY PYBL -

r0S PBS PSB Hr0X rb0B
2 PBX PXB + r0Y t0B

2 PBY PYBLL2
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ü Expression for iteration

ü E
”÷÷ HtL = Min

’ ÷÷÷÷÷÷ HtL  E
”÷÷ Ht - tL + Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL  E
”÷÷

ext

E
”÷÷
= J EP

ES
N ,   E

”÷÷
ext =

i
k
jjjjjjjjjjjj

EinP0
EinS0
EinX0
EinY0

y
{
zzzzzzzzzzzz

EextHtL = Eext0 ¥ Exp@ ‰ b t D
r(t) = r(0) Exp[‰ 2 k v t ]

vB is 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2 of the beam splitter mirror velocity due to the mirror tilt.
t is measured "now" as the origine.

ü Recursive formulation and summation

ü Recursive formula

E
”÷÷ HtL = ‰

k = 0

N-1
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - k tL  E

”÷÷ Ht - N tL  + ‚
j = 1

N-1 ‰
k = 0

j-1
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - k tL  Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - jtL  E
”÷÷

extHt - jtL  + 

Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL  E

”÷÷
ext (t)

E”÷÷ HtL = Min
’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ Ht - tL + Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ ext HtL
= Min
’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ IMin

’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ E”÷÷ Ht - 2 tL + Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ E”÷÷ ext Ht - tLM + Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ ext HtL
= Min
’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ Min

’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ E”÷÷ Ht - 2 tL+ Min
’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿMext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ E”÷÷ ext Ht - tL+Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ ext (t)

=  Min
’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ Min

’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ I Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - 2 tL ÿ E”÷÷ Ht - 3 tL + Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - 2 tL ÿ E”÷÷ ext Ht - 2 tLM+
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿMext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ E”÷÷ ext Ht - tL+Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ ext HtL

=  Min
’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ Min

’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - 2 tL ÿ E”÷÷ Ht - 3 tL+  Min

’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - 2 tL ÿ E”÷÷ ext Ht - 2 tL+
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ HtL ÿMext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - tL ÿ E”÷÷ ext Ht - tL+Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ ext (t)

= ‰
i = 0

N-1
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - i tL ÿ E”÷÷ Ht - N tL  + ‚

j = 1

N-1 ‰
i = 0

j-1
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - i tL ÿ Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - jtL ÿ E”÷÷ ext Ht - j tL  + Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ ext (t)

E”÷÷ HtL = ‰
k = 0

N-1
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - k tL ÿ E”÷÷ Ht - N tL  + ‚

j = 1

N-1 ‰
k = 0

j-1
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - k tL ÿ Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - jtL ÿ E”÷÷ ext Ht - jtL  + Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ ext (t)
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Min@t_D := JAPXYP Exp@Â wPXYP  tD APXYS Exp@Â wPXYS  tD
ASXYP Exp@Â wSXYP  tD ASXYS Exp@Â wSXYS  tDN;

Min0 := JAPXYP APXYS

ASXYP ASXYS
N;

Min1 := Â JAPXYP wPXYP APXYS wPXYS

ASXYP wSXYP ASXYS wSXYS
N t;

APXYP := APXP + APYP ;

wPXYP :=
APXP wPXP + APYP  wPYP
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

APXP + APYP
;

APXYS := APXS + APYS ;

wPXYS :=
APXS wPXS + APYS  wPYS
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

APXS + APYS
;

ASXYP := ASXP + ASYP ;

wSXYP :=
ASXP wSXP + ASYP  wSYP
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

ASXP + ASYP
;

ASXYS := ASXS + ASYS ;

wSXYS :=
ASXS wSXS + ASYS  wSYS
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

ASXS + ASYS
;

Eext@t_D := JAEP  Exp@Â wEP  tD
AES  Exp@Â wES  tDN;

AEP := EinP  0 APP + EinX  0 APX + EinY  0 APY;

wEp :=
EinP  0 APP  wPP + EinX  0 APX  wPX + EinY  0 APY  wPY
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

CAEP
; H* ê. CAEP ØAEP *L

AES := EinS  0 ASS + EinX  0 ASX + EinY  0 ASY;

wES :=
EinS  0 ASS  wSS + EinX  0 ASX  wSX + EinY  0 ASY  wSY
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

CAES
;

ü Summation

E”÷÷ HtL  = J EP HtL
ES HtL N

E”÷÷ HtL = ‰
k = 0

N-1
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - k tL ÿ E”÷÷ Ht - N tL  + ‚

j = 1

N-1 ‰
k = 0

j-1
Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - k tL ÿ Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - jtL ÿ E”÷÷ ext Ht - jtL  + Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ HtL ÿ E”÷÷ ext (t)

ü Bacic strategy

Min(t - nt) > Min0 - n t Min1

Min0 ~ J P  P P  S
S  P S  S N

Min0 = U M0 U-1 = U J G1 0
0 G2 N U-1
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ü Internal

J a b
c d

N = Â JAPXYP wPXYP APXYS wPXYS

ASXYP wSXYP ASXYS wSXYS
N t

‰
k = 0

N-1

MinHt - k tL = UmatIn.H M0N - M0M1N@N - 1D L.InvUMatIn

ü External

‚
j = 1

N-1 ‰
k = 0

j-1

Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - k tL ÿ Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - jtL = ‚
j = 1

N-1

UmatIn . HM0 j - M0M1N@ j - 1D L.InvUmatIn . Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - jtL

‰
k = 0

j-1

MinHt - k tL = UmatIn.H M0j - M0M1N@j - 1D L.InvUMatIn

Mexp Ht - j tL = JAEP  Exp@-Â wEP  t jD
AES  Exp@-Â wES  t jDN =

ikjjjjAEP  EPTj

AES  ESTj

y{zzzz,

EPT = Exp@-Â wEP  tD
EST = Exp@-Â wES  tD
Mathematics

ü Diagonalization

Mx@n_D := J A B
C D N + n J a b

c d N8EigVal, EigVec< = Eigensystem@Mx@0DD;
DiagonalMatrix@EigValD êê MatrixForm
Umat = Transpose@EigVecD êê MatrixFormikjjjjjj 1ÅÅÅ2 IA + D -

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!A2 + 4 B C - 2 A D + D2 M 0

0 1ÅÅÅ2 IA + D +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!A2 + 4 B C - 2 A D + D2 M y{zzzzzzikjjjj - -A+D+

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!A2 +4 B C-2 A D+D2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 C - -A+D-

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!A2 +4 B C-2 A D+D2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 C

1 1

y{zzzz
Change eigenvalues so that (1,1) ( (2,2) ) component becomes A (D) when "#################################HA - DL2 + 4 BC > HA - DL

ZABCD := HA - DL2 + 4 B C
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Umat =
ikjjjjjjjj 1 A-D-

è!!!!!!!!!!!!!!!!!
CZABCDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 C

- A-D-
è!!!!!!!!!!!!!!!!!

CZABCDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 B

1

y{zzzzzzzz;

FullSimplify@Inverse@UmatD ê. CZABCD -> ZABCDD êê MatrixFormi
k
jjjjjjjjjjj

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2- 2 HA-DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

A+
"#################################4 B C+HA-DL2 -D

BÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C+HA-DL2

- CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C+HA-DL2
1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2- 2 HA-DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
A+

"#################################4 B C+HA-DL2 -D

y
{
zzzzzzzzzzz

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 - 2 HA-DLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

A+
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C+HA-DL2 -D

=
A - D +

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!HA - DL2 + 4 B C
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!HA - DL2 + 4 B C

=
1
ÅÅÅÅ
2

+
A - D

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 
è!!!!!!!!!!!

ZABCD

ü Inv Umat

InvUmat =

i
kjjjjjjjjjj

1ÅÅÅ
2

 J1 + A-DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!
CZABCD

N BÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!
CZABCD

- CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!
CZABCD

1ÅÅÅ
2

 J1 + A-DÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!
CZABCD

N y
{zzzzzzzzzz;

FullSimplify@ Umat.InvUmat ê. CZABCD -> ZABCD D
FullSimplify@ InvUmat.Umat ê. CZABCD -> ZABCD D881, 0<, 80, 1<<881, 0<, 80, 1<<

ü Make sure : J A B
C D N = Umat . J G1 0

0 G2 N .InvUmat

FullSimplifyAInvUmat.J A B
C D N.Umat ê. CZABCD Ø ZABCDE

99 1
ÅÅÅÅ2 JA + "#################################4 B C + HA - DL2 + DN, 0=, 90, 1

ÅÅÅÅ2 JA - "#################################4 B C + HA - DL2 + DN==
ü Rotations

M0 = FullSimplifyAInvUmat.J A B
C D N.Umat ê. CZABCD -> ZABCDE99 1

ÅÅÅÅ2 JA + "#################################4 B C + HA - DL2 + DN, 0=, 90, 1
ÅÅÅÅ2 JA - "#################################4 B C + HA - DL2 + DN==
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G1 = M0@@1, 1DD
G2 = M0@@2, 2DD
1
ÅÅÅÅ2 JA + "#################################4 B C + HA - DL2 + DN
1
ÅÅÅÅ2 JA - "#################################4 B C + HA - DL2 + DN
G1 =

1
ÅÅÅÅ
2

ikjjjA + D +
"################################

4 B C + HA - DL2 y{zzz;

G2 =
1
ÅÅÅÅ
2

ikjjjA + D -
"################################

4 B C + HA - DL2 y{zzz;

M1 = FullSimplifyA InvUmat.J a b
c d N.Umat ê. CZABCD -> ZABCDE

99 2 B c + 2 b C + a IA +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2 - DM + d I-A +

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2 + DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2
,

A B c + A b C - 2 a B C + 2 B C d - B c è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2 + b C è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2 - B c D - b C D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 C è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2
=,

9 A B c + A b C - 2 a B C + 2 B C d + B c è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2 - b C è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2 - B c D - b C D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 B è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2
,

-2 B c - 2 b C + d IA +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2 - DM + a I-A +

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2 + DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!4 B C + HA - DL2
==

M1 = 99 2 B c + 2 b C + a IA +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2 - DM + d I-A +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2 + DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2
,

A B c + A b C - 2 a B C + 2 B C d - B c
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2 + b C
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2 - B c D - b C D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 C
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2
=,

9 A B c + A b C - 2 a B C + 2 B C d + B c
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2 - b C
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2 - B c D - b C D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 B
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2
,

-2 B c - 2 b C + d IA +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2 - DM + a I-A +
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2 + DM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

4 B C + HA - DL2
==;

ü Products

ü calculation

Uinv Mx[n] U = M0 - n M1,  M0 = J G1 0
0 G2 N , M1 = J m11 m12

m21 m22 N
Mx[0] Mx[1] Mz[2] ... Mx[N] = U Uinv Mx[0] U Uinv Mx[1] U ... Uinv Mx[N] U Uinv
= U ( M0  ) (M0 -M1) (M0 -2M1) ... (M0-N M1) Uinv
= U ( M0N+1 - M0 M1 M0N-1 -2 M02  M1M0N-2 - ... -N M0N M1 ) Uinv
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SumA k ikjjjj CG1k 0
0 CG2k

y{zzzz.J m11 m12
m21 m22 N.ikjjjj CG1N-k 0

0 CG2N-k

y{zzzz, 8k, 1, N<E
‚
k=1

N 88CG1N k m11, CG1k CG2-k+N k m12<, 8CG1-k+N CG2k k m21, CG2N k m22<<
FullSimplify@ Sum@CG1N k m11, 8k, 1, N<D D
FullSimplify@ Sum@CG1k CG2-k+N k m12, 8k, 1, N<D D
FullSimplify@ Sum@CG1-k+N CG2k k m21, 8k, 1, N<D D
FullSimplify@ Sum@CG2N k m22, 8k, 1, N<D D
1
ÅÅÅÅ2 CG1N m11 N H1 + NL
CG1 CG2N m12 ICG2 - H CG1ÅÅÅÅÅÅÅCG2 LN HCG2 - CG1 N + CG2 NLM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1 - CG2L2

CG1N CG2 m21 ICG1 - H CG2ÅÅÅÅÅÅÅCG1 LN HCG1 + CG1 N - CG2 NLM
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1 - CG2L2

1
ÅÅÅÅ2 CG2N m22 N H1 + NL

ü Summary

Uinv Mx[n] U = M0 - n M1,  M0 = J G1 0
0 G2 N , M1 = J m11 m12

m21 m22 N
Mx[0] Mx[1] Mz[2] ... Mx[N] = U Uinv Mx[0] U Uinv Mx[1] U ... Uinv Mx[N] U Uinv
= U ( M0  ) (M0 -M1) (M0 -2M1) ... (M0-N M1) Uinv
= U ( M0N+1 - M0 M1 M0N-1 -2 M02  M1M0N-2 - ... -N M0N M1 ) Uinv
= U [ M0N+1 - M0M1N[N] + ... ] Uinv

M0M1N@n_D :=
ikjjjjjjj 1ÅÅÅ

2
CG1n n Hn + 1L m11 CG1 H CG2 HCG2n -CG1n L -CG1n  HCG2 -CG1 L n LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m12

CG2 H CG1 HCG1n -CG2nL -CG2n  HCG1 -CG2 L n LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m21 1ÅÅÅ
2

CG2n n Hn + 1L m22

y{zzzzzzz;

ü Numerical verification

TM0 := J 1 0
0 2 N;

TM2 := J 3 7
2 9 N;

TMN@n_D := TM0 - n e TM2;

Prod@n_D := 9 EE = J 1 0
0 1 N; Do@ EE = TMN@kD.EE, 8k, n, 0, -1<D; EE=

Prod@1D8881 - 3 e, -7 e<, 8-4 e, 2 H2 - 9 eL<<<
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Series@ Prod@10D, 8e, 0, 1<D
Series@ Prod@5D, 8e, 0, 1<D8881 - 165 e + O@eD2 , -14252 e + O@eD2<, 8-36868 e + O@eD2 , 2048 - 506880 e + O@eD2<<<8881 - 45 e + O@eD2 , -399 e + O@eD2<, 8-516 e + O@eD2 , 64 - 4320 e + O@eD2<<<
M0M1N@10D ê. 8CG1 Ø 1, CG2 Ø 2, m11 Ø 3, m12 Ø 7, m21 Ø 2, m22 Ø 9<
M0M1N@5D ê. 8CG1 Ø 1, CG2 Ø 2, m11 Ø 3, m12 Ø 7, m21 Ø 2, m22 Ø 9<88165, 14252<, 836868, 506880<<8845, 399<, 8516, 4320<<

ü Misc calculations

A - D -
è!!!!!!!!!!!ZABCDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 C =

A - D - HA - DL "######################1 + 4 B CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 C =

A - D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 C  

ikjjjjj1 - $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1 +
4 B C

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL2

y{zzzzz =
A - D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 C  

- 4 B CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 + "######################1 + 4 B CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL2

= -
2 B

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅA - D  
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 + "######################1 + 4 B CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL2

2 HB c + b CL + Ha - dL HA - DL + Ha + dL HA - DL zABCD = 2 HB c + b CL + HA - DL Ha - d + Ha + dL zABCDLHA - DL HB c + b CL - 2 B C Ha - dL - HB c - b CL HA - DL zABCD =HA - DL HB c + b C - HB c - b CL zABCDL - 2 B C Ha - dLHA - DL HB c + b CL - 2 B C Ha - dL + HB c - b CL HA - DL zABCD =HA - DL HB c + b C + HB c - b CL zABCDL - 2 B C Ha - dL
-2 H B c + b CL - Ha - dL HA - DL + Ha + dL HA - DL zABCD =

-2 H B c + b CL - HA - DL HHa - dL - Ha + dL zABCDL
B c H1 - zABCDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 C zABCD

+
b H1 + zABCDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 zABCD

-
B Ha - dL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL zABCD

=
-B c 2 BÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
zABCD  H1 + zABCDL +

b H1 + zABCDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 zABCD
-

B Ha - dL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL zABCD

=
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
zABCD

 ikjj 1 + zABCDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2  b -
2 B2 c

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL2  H1 + zABCDL -
B Ha - dL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL y{zz
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
zABCD

 J HA - DL HB c H1 + zABCDL + b C H1 - zABCDLLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 B HA - DL -
C Ha - dL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL N
=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
zABCD

 
ikjjjjj H1 + zABCDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2  c +

b C H-2 CLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1 + zABCDL -

C Ha - dL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL y{zzzzz

=
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
zABCD

 ikjj H1 + zABCDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2  c -
2 b C2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL2 H1 + zABCDL -
C Ha - dL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL y{zz
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ü Mathematics Summary

ü Summary formula
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H* generic matrix with small perturbation *L
Mx@n_D := J A B

C D N - n J a b
c d N;

H* definition *L
CZABCD := HA - DL2 + 4 B C;

CSZABCD := $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1 +
4 B C

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL2
;

H* Diagonalizing the main matrix, InvUMat * JA B
C DN * Umat = JG1 0

0 G2Nè!!!!!!!!!!!
ZABCD = HA-DL "###################1+ 4 B CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL2 =HA-DL SZABCD when AD. This makes G1->A,

G2->D when Umat->J1 0
0 1N

*L
Umat =

ikjjjjjjj 1 -2 BÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL H1+SZABCD L
2 CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL H1+SZABCD L 1

y{zzzzzzz;

InvUmat =
ikjjjjjjj 1ÅÅÅ

2
 I1 + 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

SZABCD
M BÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL SZABCD

- CÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA-DL SZABCD

1ÅÅÅ
2

 I1 + 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
SZABCD

M y{zzzzzzz;

G1 =
1
ÅÅÅÅ
2

HA + D + HA - DL SZABCDL;

G2 =
1
ÅÅÅÅ
2

HA + D - HA - DL SZABCDL;

H* small matrix after rotation, M1 = InvUMat * Ja b
c dN * UMat *L

M1 = 99 2 HB c + b CL + HA - DL Ha - d + Ha + dL SZABCDL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 HA - DL SZABCD
,

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
SZABCD

 
ikjjjj 1 + SZABCD

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

 b -
2 B2 c

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL2  H1 + SZABCD L -
B Ha - dL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL y{zzzz=,

9 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
SZABCD

 
ikjjjj 1 + SZABCD

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

 c -
2 b C2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL2 H1 + SZABCDL -
C Ha - dL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHA - DL y{zzzz,

-2 H B c + b CL - HA - DL HHa - dL - Ha + dL SZABCDL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 HA - DL SZABCD
==;

H* Mx@0D Mx@1D ... Mx@ND
= Umat HM0L HM0-M1L ... HM0-N M1L InvUmat

= Umat H M0N+1 - M0M1N@ND + ...L InvUmat

M0 = JCG1 0
0 CG2N, M1 = Jm11 m12

m21 m22N
*L

M0M1N@n_D :=
ikjjjjjjj 1ÅÅÅ

2
CG1n n Hn + 1L m11 CG1 H CG2 HCG2n -CG1n L -CG1n  HCG2 -CG1 L n LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m12

CG2 H CG1 HCG1n -CG2n L -CG2n  HCG1 -CG2 L n LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m21 1ÅÅÅ
2

CG2n n Hn + 1L m22

y{zzzzzzz;
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ü Explicit Validation

FullSimplifyAInvUmat.J A B
C D N.Umat - J G1 0

0 G2 N ê. SZABCD Ø CSZABCDE
880, 0<, 80, 0<<

FullSimplifyAUmat.M1.InvUmat - J a b
c d N ê. SZABCD Ø CSZABCDE

880, 0<, 80, 0<<
ü M0M1N as a polynomial

M0N1N1N@n_D := CG1n  
ikjjjjjjj 1ÅÅÅ

2
 n Hn + 1L m11 - CG1 H CG2-HCG1-CG2L nLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m12

CG1 CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m21 0

y{zzzzzzz;

M0N1N1N0@n_D := CG1n  
ikjjjjjjj 0 - CG1 CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m12

CG1 CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m21 0

y{zzzzzzz;

M0N1N1N1@n_D := n CG1n ikjjjj 1ÅÅÅ
2

 m11 CG1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
CG1-CG2

 m12

0 0

y{zzzz;

M0N1N1N2@n_D := n2 CG1n  
ikjjjj 1ÅÅÅ

2
 m11 0

0 0

y{zzzz;

M0N1N2N@n_D := CG2n  
ikjjjjjjj 0 CG1 CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m12

- CG2 HCG1+HCG1-CG2L nLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m21 1ÅÅÅ
2

 n Hn + 1L m22

y{zzzzzzz;

M0N1N2N0@n_D := CG2n  
ikjjjjjjj 0 CG1 CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m12

- CG2 CG1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m21 0

y{zzzzzzz;

M0N1N2N1@n_D := n CG2n  
ikjjjj 0 0

- CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
CG1-CG2

 m21 1ÅÅÅ
2

 m22
y{zzzz;

M0N1N2N2@n_D := n2 CG2n  
ikjjjj 0 0

0 1ÅÅÅ
2

 m22
y{zzzz;
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M0N1NX@n_D := CG1n  H CA10 + n CA11 + n2 CA12L + CG2n  HCA20 + n CA21 + n2 CA22L;

CA10 :=
ikjjjjjjj 0 - CG1 CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m12

CG1 CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m21 0

y{zzzzzzz;

CA11 :=
ikjjjj 1ÅÅÅ

2
 m11 CG1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

CG1-CG2
 m12

0 0
y{zzzz;

CA12 :=
ikjjjj 1ÅÅÅ

2
 m11 0
0 0

y{zzzz;

CA20 :=
ikjjjjjjj 0 CG1 CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m12

- CG2 CG1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHCG1-CG2L2  m21 0

y{zzzzzzz;

CA21 :=
ikjjjj 0 0

- CG2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
CG1-CG2

 m21 1ÅÅÅ
2

 m22
y{zzzz;

CA22 :=
ikjjjj 0 0

0 1ÅÅÅ
2

 m22
y{zzzz;

ü Misc rotation by Umat and InvUmat

Umat * M0N * InvUmat

J U11 U12
U21 U22 N.ikjjjj CG1N 0

0 CG2N
y{zzzz.J IU11 IU12

IU21 IU22 N
88CG1N IU11 U11 + CG2N IU21 U12, CG1N IU12 U11 + CG2N IU22 U12<,8CG1N IU11 U21 + CG2N IU21 U22, CG1N IU12 U21 + CG2N IU22 U22<<

Umat * CAxxx * InvUmat

J U11 U12
U21 U22 N.J 1 0

0 0 N.J IU11 IU12
IU21 IU22 N

88IU11 U11, IU12 U11<, 8IU11 U21, IU12 U21<<
J U11 U12

U21 U22 N.J 0 0
0 1 N.J IU11 IU12

IU21 IU22 N
88IU21 U12, IU22 U12<, 8IU21 U22, IU22 U22<<
J U11 U12

U21 U22 N.J 0 X12
X21 0 N.J IU11 IU12

IU21 IU22 N
88IU21 U11 X12 + IU11 U12 X21, IU22 U11 X12 + IU12 U12 X21<,8IU21 U21 X12 + IU11 U22 X21, IU22 U21 X12 + IU12 U22 X21<<
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J U11 U12
U21 U22 N.J X11 X12

0 0 N.J IU11 IU12
IU21 IU22 N

88IU11 U11 X11 + IU21 U11 X12, IU12 U11 X11 + IU22 U11 X12<,8IU11 U21 X11 + IU21 U21 X12, IU12 U21 X11 + IU22 U21 X12<<
J U11 U12

U21 U22 N.J 0 0
X21 X22 N.J IU11 IU12

IU21 IU22 N
88IU11 U12 X21 + IU21 U12 X22, IU12 U12 X21 + IU22 U12 X22<,8IU11 U22 X21 + IU21 U22 X22, IU12 U22 X21 + IU22 U22 X22<<

ü External sources

M0N1NX@nD = CG1n  H CA10 + n CA11 + n2 CA12L + CG2n  HCA20 + n CA21 + n2 CA22L
‚
j = 1

N-1 ‰
k = 0

j-1

Min
’ ÷÷÷÷÷÷ Ht - k tL ÿ Mext

’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - jtL = ‚
j = 1

N-1

UmatIn . HM0 j - M0M1N@ j - 1D L.InvUmatIn . Mext
’ ÷÷÷÷÷÷÷÷ Ht - jtL

‰
k = 0

j-1

MinHt - k tL = UmatIn.H M0j - M0M1N@j - 1D L.InvUMatIn

Mexp Ht - j tL = JAEP  Exp@-Â wEP  t jD
AES  Exp@-Â wES  t jDN = JAEP  Exp@-Â wEP  t jD

AES  Exp@-Â wES  t jDN =
ikjjjjAEP  EPTj

AES  ESTj

y{zzzz,

EPT = Exp@-Â wEP  tD
EST = Exp@-Â wES  tD
‚
j = 1

N-1

UmatIn HM0 j - M0M1N@ j - 1DL InvUmatIn .MextHt - jtL
= „

j = 0

N-2

 UmatIn
ikjjjjikjjjj CG1 j+1 0

0 GC2 j+1

y{zzzz - M0M1N@ jDy{zzzz InvUmatIn .
ikjjjjAEP  EPT j+1

AES  EST j+1

y{zzzz
=„

j = 0

N-2

 UmatIn JCG1 j  J JJ CG1 0
0 0 N - CA10N - j CA11 - j2 CA12N + CG2 j  JJJ 0 0

0 CG2 N - CA20N - j CA21 - j2 CA22NN
InvUmatIn .

ikjjjjAEP  EPT j+1

AES  EST j+1

y{zzzz
= „

j = 0

N-2

 HCG1 j H DA10 - j DA11 - j2 DA12L + CG2 j HDA20 - j DA21 - j2  DA22LL .
ikjjjjAEP  EPT j+1

AES  EST j+1

y{zzzz
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DA10 = UmatIn.JCG1J 1 0
0 0 N - CA10N InvUmatIn,

DA11 = UmatIn.CA11.InvUmatIn, DA12 = UmatIn.CA12.InvUmatIn

DA20 = UmatIn.JCG2J 0 0
0 1 N - CA20N InvUmatIn,

DA21 = UmatIn.CA21.InvUmatIn, DA22 = UmatIn.CA22.InvUmatInikjjjjAEP  EPT j+1

AES  EST j+1

y{zzzz =
ikjjjj EPT j+1 0

0 EST j+1

y{zzzz J AEP

AES
N

„
j = 0

N-2

 HCG1 j H DA10 - j DA11 - j2 DA12L + CG2 j HDA20 - j DA21 - j2  DA22LL .
ikjjjjAEP  EPT j+1

AES  EST j+1

y{zzzz =

„
j = 0

N-2

 HCG1 j H DA10 - j DA11 - j2 DA12L + CG2 j HDA20 - j DA21 - j2  DA22LL .
ikjjjj EPT j 0

0 EST j
y{zzzz J AEP EPT

AES  EST N
= „

j = 0

N-2

 
ikjjjjjDA10

ikjjjj HCG1 * EPTL j 0
0 HCG1 * ESTL j

y{zzzz - DA11
ikjjjj jHCG1 * EPTL j 0

0 jHCG1 * ESTL j

y{zzzz -

DA12
ikjjjjj j2 HCG1 * EPTL j 0

0 j2 HCG1 * ESTL j

y{zzzzz + DA20
ikjjjj HCG2 * EPTL j 0

0 HCG2 * ESTL j

y{zzzz -

DA11
ikjjjj jHCG2 * EPTL j 0

0 jHCG2 * ESTL j

y{zzzz - DA12
ikjjjjj j2 HCG2 * EPTL j 0

0 j2 HCG2 * ESTL j

y{zzzzzy{zzzzz J AEP EPT
AES  EST N

ü Summation for double summation

‚
j = 0

N

aj

-1 + a1+N
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

-1 + a

SimplifyA SeriesA -1 + a1+N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-1 + a

ê. 8a Ø 1 - e<, 8e, 0, 3<E ì H1 + NLE
1 -

N e
ÅÅÅÅÅÅÅÅ2 +

1
ÅÅÅÅ6 H-1 + NL N e2 -

1
ÅÅÅÅÅÅÅ24 HH-2 + NL H-1 + NL NL e3 + O@eD4

SimplifyA SeriesAikjjjj -1 + a1+N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-1 + a

ê. 8a Ø 1 - e<y{zzzz ì H1 + NL - ExpA-
e N
ÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
E, 8e, 0, 3<EE

1
ÅÅÅÅÅÅÅ24 H-4 + NL N e2 -

1
ÅÅÅÅÅÅÅ48 HN H4 - 6 N + N2LL e3 + O@eD4
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‚
j = 0

N

j aj

a H1 - aN - aN N + a1+N NL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + aL2

SimplifyASeriesA
a H1 - aN - aN N + a1+N NL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + aL2

ì ikjjj 1
ÅÅÅÅ
2

 N HN + 1Ly{zzz - Exp@-H1 + 2 NLê 3 eD ê. 8a Ø 1 - e<, 8e, 0, 3<EE
1

ÅÅÅÅÅÅÅ36 H-8 - 11 N + N2L e2 +
H-152 + 87 N + 363 N2 - 28 N3L e3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ1620 + O@eD4

SimplifyASeriesA
a H1 - aN  H1 + N - a NLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1 - aL2

ì ikjjj 1
ÅÅÅÅ
2

 N HN + 1Ly{zzz - Exp@-H1 + 2 NLê 3 eD ê. 8a Ø 1 - e<, 8e, 0, 3<EE
1

ÅÅÅÅÅÅÅ36 H-8 - 11 N + N2L e2 +
H-152 + 87 N + 363 N2 - 28 N3L e3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ1620 + O@eD4

-28ê 1620

-
7

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ405

‚
j = 0

N

j2 aj

a H-1 - a + aN + a1+N + 2 aN N - 2 a1+N N + aN N2 - 2 a1+N N2 + a2+N N2L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + aL3

SimplifyA
SeriesA a H-1 - a + aN + a1+N + 2 aN N - 2 a1+N N + aN N2 - 2 a1+N N2 + a2+N N2L

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + aL3
ì ikjjj 1

ÅÅÅÅ
6

N H1 + 3 N + 2 N2Ly{zzz -

ExpA-
3 HN H1 + NLL e
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 + 4 N
E ê. 8a Ø 1 - e<, 8e, 0, 3<EE

-
H4 + 34 N + 91 N2 + 54 N3 - 3 N4L e2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

40 H1 + 2 NL2 +
H-24 - 172 N - 324 N2 + 199 N3 + 925 N4 + 501 N5 - 25 N6L e3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

240 H1 + 2 NL3 + O@eD4
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SimplifyA
SeriesA a H1 + a - aN  Ha + H1 + N H1 - aLL2LL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1 - aL3
ì ikjjj 1

ÅÅÅÅ
6

N H1 + 3 N + 2 N2Ly{zzz - ExpA-
3 HN H1 + NLL e
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 + 4 N
E ê.8a Ø 1 - e<, 8e, 0, 3<EE

-
H4 + 34 N + 91 N2 + 54 N3 - 3 N4L e2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

40 H1 + 2 NL2 +
H-24 - 172 N - 324 N2 + 199 N3 + 925 N4 + 501 N5 - 25 N6L e3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

240 H1 + 2 NL3 + O@eD4

25
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
240 8

5
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ384

dAJ@N_, e_D :=
1 - H1 - eL1+N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
e

ì JH1 + NL ExpA-
e N
ÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
EN - 1;

dJAJ@N_, e_D :=
H1 - eL H1 - H1 - eLN  H1 + e NLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

e2
ì ikjjj 1

ÅÅÅÅ
2

 N HN + 1L ExpA-
H1 + 2 NL e
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

3
Ey{zzz - 1;

dJJAJ@N_, e_D :=H1 - eL H2 - e - H1 - eLN  H1 - e + H1 + N eL2LL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

e3
ì ikjjj 1

ÅÅÅÅ
6

N H1 + 3 N + 2 N2L ExpA-
3 HN H1 + NLL e
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 H1 + 2 NL Ey{zzz - 1;

dJJAJ2@N_, e_D :=
H1 - eL H2 - e - H1 - eLN  H1 - e + H1 + N eL2LL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

e3
ìikjjj 1

ÅÅÅÅ
6

N H1 + 3 N + 2 N2L ikjjjExpA-
3 HN H1 + NLL e
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 H1 + 2 NL E +
3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
160

 HN eL2y{zzzy{zzz - 1;

Plot@8dJJAJ@100, eD, dJJAJ2@100, eD<, 8e, 0, 0.1<D

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

Ü Graphics Ü
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dAJ@10, 0.1D
dAJ@100, 0.01D
dAJ@1000, 0.001D
dJAJ@10, 0.1D
dJAJ@100, 0.01D
dJAJ@1000, 0.001D
dJJAJ@10, 0.1D
dJJAJ@100, 0.01D
dJJAJ@1000, 0.001D

0.0284864

0.0408622

0.0420582

-0.0027208

0.0264814

0.02906

-0.0179656

0.01654

0.0196469

ü Summary

a = 1 - e⁄j = 0
N aj = 1-a1+N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ1-a > H1 + NL HExp@- e NÅÅÅÅÅÅ2 D + 1ÅÅÅÅÅ24  HN eL2 - 1ÅÅÅÅÅ48  HN eL3L⁄j = 0
N j aj = a H1-aN  H1+ N-a NLLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1-aL2 > 1ÅÅÅ2  N HN + 1L HExp@- H1+2 NL eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 D + 1ÅÅÅÅÅ36  HN eL2 - 7ÅÅÅÅÅÅÅ405  HN eL3L⁄j = 0
N j2 aj =

a H1+a-aN  Ha+H1+N H1-aLL2 LLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1-aL3 > 1ÅÅÅ6 N H1 + NL H1 + 2 NL HExp@- 3 N H1+NL eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 H1+2 NL D + 3ÅÅÅÅÅÅÅ160  HNeL2 - 5ÅÅÅÅÅÅÅ384  HN eL3L
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ü Verification

FullSimplify@ M1 ê. 8A Ø 1, B Ø 2, C Ø 3, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<D
FullSimplifyA

InvUmat.J A B
C D N.Umat ê. 8A Ø 1, B Ø 2, C Ø 3, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<E

FullSimplifyAInvUmat.J a b
c d N.Umat ê.8A Ø 1, B Ø 2, C Ø 3, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<E

G1 ê. 8A Ø 1, B Ø 2, C Ø 3, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<
G2 ê. 8A Ø 1, B Ø 2, C Ø 3, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<9920 -

73
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!33

, 143
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ6 -

257
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 è!!!!!!33

=, 9 1
ÅÅÅÅÅÅÅ44 H-1573 - 257 è!!!!!!33 L, 20 +

73
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!33

==
99 1

ÅÅÅÅ2 H5 - è!!!!!!33 L, 0=, 90, 1
ÅÅÅÅ2 H5 + è!!!!!!33 L==9920 -

73
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!33

, 143
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ6 -

257
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 è!!!!!!33

=, 9 1
ÅÅÅÅÅÅÅ44 H-1573 - 257 è!!!!!!33 L, 20 +

73
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!33

==
1
ÅÅÅÅ2 H5 -

è!!!!!!33 L
1
ÅÅÅÅ2 H5 +

è!!!!!!33 L
M1 ê. 8A Ø 1, B Ø 0, C Ø 0, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<
InvUmat.J A B

C D N.Umat ê. 8A Ø 1, B Ø 0, C Ø 0, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<
InvUmat.J a b

c d N.Umat ê. 8A Ø 1, B Ø 0, C Ø 0, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<
G1 ê. 8A Ø 1, B Ø 0, C Ø 0, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<
G2 ê. 8A Ø 1, B Ø 0, C Ø 0, D Ø 4, a Ø -10, b Ø 21, c Ø -40, d Ø 50<88-10, 21<, 8-40, 50<<881, 0<, 80, 4<<88-10, 21<, 8-40, 50<<
1

4

TM0 := J 1 0
0 2 N;

TM2 := J 3 7
2 9 N;

TMN@n_D := TM0 + n e TM2;

Prod@n_D := 9 EE = J 1 0
0 1 N; Do@ EE = TMN@kD.EE, 8k, n, 0, -1<D; EE=
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Series@ Prod@10D, 8e, 0, 1<D
Series@ Prod@5D, 8e, 0, 1<D8881 + 165 e + O@eD2 , 14252 e + O@eD2<, 836868 e + O@eD2 , 2048 + 506880 e + O@eD2<<<8881 + 45 e + O@eD2 , 399 e + O@eD2<, 8516 e + O@eD2 , 64 + 4320 e + O@eD2<<<
M0M1N@10D ê. 8CG1 Ø 1, CG2 Ø 2, m11 Ø 3, m12 Ø 7, m21 Ø 2, m22 Ø 9<
M0M1N@5D ê. 8CG1 Ø 1, CG2 Ø 2, m11 Ø 3, m12 Ø 7, m21 Ø 2, m22 Ø 9<88165, 14252<, 836868, 506880<<8845, 399<, 8516, 4320<<
HM0N1N1N@10D + M0N1N2N@10DL ê. 8CG1 Ø 1, CG2 Ø 2, m11 Ø 3, m12 Ø 7, m21 Ø 2, m22 Ø 9<HM0N1N1N@5D + M0N1N2N@5DL ê. 8CG1 Ø 1, CG2 Ø 2, m11 Ø 3, m12 Ø 7, m21 Ø 2, m22 Ø 9<88165, 14252<, 836868, 506880<<8845, 399<, 8516, 4320<<
HM0N1N1N0@10D + M0N1N1N1@10D + M0N1N1N2@10D + M0N1N2N0@10D + M0N1N2N1@10D +

M0N1N2N2@10DL ê. 8CG1 Ø 1, CG2 Ø 2, m11 Ø 3, m12 Ø 7, m21 Ø 2, m22 Ø 9<88165, 14252<, 836868, 506880<<
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Fields in Power recycled Michelson cavity

I append this old note for completeness. 
Consistency is not guaranteed.

‡ Field definition
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‡ Formulation - basic relationship

ü Basic formulation

ü A input calculations

E1lhs@t_D := tA@tD EAin@tD + rA@tD E12@tD;
E2@t_D := F@A Ø DD E1@t - tAD;
E3@t_D := rD@tD E2@tD;
E4@t_D := F@D -> CD E3@t - tCD;
E5@t_D := rC@tD E4@tD + tC@tD ECin@tD;
E6@t_D := F@C -> DD E5@t - tCD;
E7@t_D := tD@tD E2@tD;
E8@t_D := F@D -> BD E7@t - tBD;
E9@t_D := rB@tD E8@tD + tB@tD EBin@tD;
E10@t_D := F@B -> DD E9@t - tBD;
E11@t_D := rD@tD E6@tD + tD@tD E10@tD;
E12@t_D := F@D -> AD E11@t - tAD;

E1lhs@tD
EAin@tD tA@tD + rA@tD F@D Ø ADHtD@t - tAD F@B Ø DD HEBin@t - tA - tBD tB@t - tA - tBD + E1@t - 2 tA - 2 tBD rB@t - tA - tBD

tD@t - tA - 2 tBD F@A Ø DD F@D Ø BDL + rD@t - tAD F@C Ø DD HECin@t - tA - tCD tC@t - tA - tCD +
E1@t - 2 tA - 2 tCD rC@t - tA - tCD rD@t - tA - 2 tCD F@A Ø DD F@D Ø CDLL

E1Internal @t_D := E1lhs@tD ê. 8 EAin@_D Ø 0, ECin@_D Ø 0, EBin@_D Ø 0<
E1External@t_D := Simplify@E1lhs@tD - E1Internal@tDD
E1Internal@tD
E1External@tD

rA@tD F@D Ø ADHE1@t - 2 tA - 2 tBD rB@t - tA - tBD tD@t - tAD tD@t - tA - 2 tBD F@A Ø DD F@B Ø DD F@D Ø BD +
E1@t - 2 tA - 2 tCD rC@t - tA - tCD rD@t - tAD rD@t - tA - 2 tCD F@A Ø DD F@C Ø DD F@D Ø CDL

EAin@tD tA@tD + rA@tD HEBin@t - tA - tBD tB@t - tA - tBD tD@t - tAD F@B Ø DD +
ECin@t - tA - tCD rD@t - tAD tC@t - tA - tCD F@C Ø DDL F@D Ø AD
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LinearMotion :=8rA@t_D Ø rA0 Exp@Â 2 k vA tD, rB@t_D -> rB0 Exp@Â 2 k vB tD, rC@t_D -> rC0 Exp@Â 2 k vC tD,
rD@t_D -> rD0 Exp@Â 2 k vD tD, tA@t_D Ø tA0 , tB@t_D Ø tB0, tC@t_D Ø tC0, tD@t_D Ø tD0<;

LinearField := 8EAin@t_D Ø EAin0 Exp@ bA tD,
EBin@t_D -> EBin0 Exp@ bB tD, ECin@t_D -> ECin0 Exp@ bC tD<;

E1Internal@tD ê. LinearMotion

‰2 Â k t vA rA0 F@D Ø AD H‰2 Â k vB Ht-tA -tB L rB0 tD02 E1@t - 2 tA - 2 tBD F@A Ø DD F@B Ø DD F@D Ø BD +

‰2 Â k vD Ht-tA L+2 Â k vD Ht-tA -2 tC L+2 Â k vC Ht-tA -tC L rC0 rD02 E1@t - 2 tA - 2 tCD F@A Ø DD F@C Ø DD F@D Ø CDL
Simplify@‰2 Â t k vA ‰2 Â k vB Ht-tA -tB LD

‰2 Â k Ht vA +vB Ht-tA -tB LL
Simplify@‰2 Â t k vA ‰2 Â k vD Ht-tA L+2 Â k vD Ht-tA -2 tC L+2 Â k vC Ht-tA -tCLD

‰2 Â k Ht vA +HvC +2 vD L Ht-tA -tCLL
2 tA + 2 tB ê. 8tA Ø Ht - tB - tCL ê 2< ê. 8tB Ø tC + 2 D<

2 D + t

2 tA + 2 tC ê. 8tA -> Ht - tB - tCL ê 2< ê. 8tB -> tC + 2 D<
-2 D + t

E1Int = ACAamp · Exp[ Â fACA ] + ABAamp · Exp[ Â fABA ]

ABAamp = rA0 rB0 tD02  E1[t - 2 tA  - 2 tB ] F[A -> D] F[B -> D] F[D -> B] F[D -> A] 
fABA = 2 k t HvA + vB L  - 2 k vB HtA + tB L
ACAamp = rA0 rC0 rD02 E1[t - 2 tA  - 2 tC ] F[A -> D] F[C -> D] F[D -> C] F[D -> A]
fACA = 2 t kH vA + vC + 2 vD L - 2 kHtA + tC L HvC + 2 vD L
t = 2 tA + tB  + tC
2D = tB - tC

E1[t - 2 tA - 2 tB ] = E1[ t - t - 2 D ]
E1[t - 2 tA - 2 tC ] = E1[ t - t + 2 D ]

DRM_fastSim.nb 45



E1External@tD ê. LinearMotion ê. LinearField

‰t bA EAin0 tA0 + ‰2 Â k t vA rA0H‰bB Ht-tA -tB L EBin0 tB0 tD0 F@B Ø DD + ‰2 Â k vD Ht-tAL+bC Ht-tA -tCL ECin0 rD0 tC0 F@C Ø DDL F@D Ø AD
2 Â k t vA + bB Ht - tA - tBL

2 Â k t vA + bB Ht - tA - tBL
2 Â k t vA + 2 Â k vD Ht - tAL + bC Ht - tA - tCL

2 Â k t vA + 2 Â k vD Ht - tAL + bC Ht - tA - tCL
E1Ext = AAamp · Exp[ fAA ] + ACamp · Exp[ fAC ] + ABamp · Exp[ fAB ]
AAamp = EAin0 · tA0
fAA = bA t
ACamp = ECin0 rA0 rD0 tC0 F[C->D] F[D->A]
fAC  = t ( Â 2 k HvA + vD L+ bC ) - ( Â 2k vD  tA + bC  HtA + tC L  )
ABamp = EBin0 rA0 tB0 tD0 F[B->D] F[D->A]
fAB  = t ( Â 2k vA  + bB ) - bB  HtA + tB L
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ü Summary of recursion relation

t = 2 tA + tB  + tC

2D = tB - tC
VE1 = dE1 ê dt  / E1

E1[t] = E1Int[t] + E1Ext[t]

E1Int = ( CACA  · Exp[ Â xACA t ] + CABA  · Exp[ Â xABA t] ) E1[t-t]

CACA  = F[A -> D] F[C -> D] F[D -> C] F[D -> A] µ rA0 rC0 rD02 Exp[ -Â 2k HvC + 2 vD L HtA + tC L] ( 1 + 2D VE1 )
xACA = 2 kH vA + vC + 2 vD L
CABA  =  F[A -> D] F[B -> D] F[D -> B] F[D -> A] µ rA0 rB0 tD02  Exp[ -Â 2k vB  HtA + tB L] ( 1 - 2D VE1 )
xABA = 2 k  HvA + vB L
E1Ext = CA  · Exp[ zA t] + CC  · Exp[ zC t] + CB  · Exp[ zB t ]

CA  = EAin0 · tA0
zA = bA
CC  = F[C->D] F[D->A] µ ECin0 rA0 rD0 tC0 Exp[ -Â 2k vD  tA - bC  HtA + tC L]
zC  =  Â 2 k HvA + vD L+ bC
CB  = F[B->D] F[D->A] µ EBin0 rA0 tB0 tD0 Exp[ - bB  HtA + tB L ]
zB  =  Â 2k vA  + bB
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ü Manual calculation

ü A inputs

E1(t) = tA HtL ÿ EAinHtL + rAHtL ÿ E12HtL
E2(t) = F[A->D] E1Ht - tA L
E3(t) = rD HtL ÿ E2HtL
E4(t) = F[D->C] E3Ht - tC L
E5(t) = rC HtL ÿ E4HtL
E6(t) = F[C->D] · E5Ht - tC L
E7(t) = tD HtL ÿ E2HtL
E8(t) = F[D->B] · E7Ht - tB L
E9(t) = rB HtL ÿ E8HtL
E10(t) = F[B->D] · E9Ht - tB L
E11(t) = rD HtL ÿ E6HtL + tD HtL ÿ E10HtL
E12(t) = F[D->A] · E11Ht - tA L
E1(t) 
= tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ E12HtL
=  tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ E11Ht - tA L
=  tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ E6Ht - tA L + tD Ht - tA L ÿ E10Ht - tA LL
=  tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ E5Ht - tA - tC L + tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ E9Ht - tA - tB LL
=  tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tAL ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ E4Ht - tA - tC L + tD Ht - tAL ÿ F@B Ø DD ÿ rBHt - tA - tB L ÿ E8Ht - tA - tB LL
=  tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD E3Ht - tA - tC - tC L +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ E7Ht - tA - tB - tBLL
=  tA HtL ÿ EAinHtL +

rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ E2Ht - tA - tC - tC L +
tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ E2Ht - tA - tB - tB LL

=  tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tAL ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA L +
tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tB - tB - tA LL

E5(t) = tC HtL ÿ ECinHtL + rC HtL ÿ E4HtL
E6(t) = F[C->D] · E5Ht - tC L
E1(t) = rA HtL ÿ E12HtL
E2(t) = F[A->D] E1Ht - tA L
E3(t) = rD HtL ÿ E2HtL
E4(t) = F[D->C] E3Ht - tC L
E7(t) = tD HtL ÿ E2HtL
E8(t) = F[D->B] · E7Ht - tB L
E9(t) = rB HtL ÿ E8HtL
E10(t) = F[B->D] · E9Ht - tB L
E11(t) = rD HtL ÿ E6HtL + tD HtL ÿ E10HtL
E12(t) = F[D->A] · E11Ht - tA L
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ü EA1 summary

E1(t)
=  tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tAL ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA L +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tB - tB - tA LL
ü Linear calculation

RX @ t D = RX @0D ÿ exp@ i 2 k X@tD D  = RX @0D  · exp[ i 2k ( X0 + vX t ) ]

Extrnal input field
Fin[t] = Fin[0] · exp[ bF t ]

E1(t)
=  tA HtL ÿ EAinHtL + rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tAL ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA L +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tB - tB - tA LL
= tA HtL ÿ EAinHtL + RHtL ÿ E1Ht - tL
tJ = LJ ê c
tJK = tJ + tK
t = 2 tA + tB + tC
D = HLB - LC L ê2
tD = D ê c = H tABBA - tL ê 2 = Ht - tACCA L ê2

E1Ht - tA - tC - tC - tA L  =  E1Ht - tACCA L = E1Ht - t + 2 tD L = E1Ht - tL H 1 + VE1 Ht - tL 2 tD L>
E1Ht - tL H 1 + VE1 HtL 2 tD L
E1Ht - tA - tB - tB - tA L  =  E1Ht - tABBA L = E1Ht - t - 2 tD L = E1Ht - tL H 1 - VE1 Ht - tL 2 tD L>
E1Ht - tL H 1 - VE1 HtL 2 tD L
R(t) 
= rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD ÿ H 1 + VE1 HtL 2 tD L +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD ÿ H 1 - VE1 HtL 2 tD LL
AC(t)
= rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD ÿ H 1 + VE1 HtL 2 tD L
= AC0· exp(Â fAC )
AC0 = rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD HtL ÿ F@C Ø DD ÿ rC HtL ÿ F@D Ø CD rD HtL ÿ F@A Ø DD ÿ H 1 + VE1 HtL 2 tD L   
fAC / 2k  = vD ÿ Ht - tA L + vC ÿ Ht - tA - tC L + vD ÿ Ht - tA - 2 tC L = t ÿ H2 vD + vC L - H 2 vD + vC L ÿ HtA + tC L
AB(t)
= rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD ÿ H 1 - VE1 HtL 2 tD L
= AB0 · exp(Â fAB HtL)
AB0 = rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ tD HtL ÿ F@B Ø DD ÿ rB HtL ÿ F@D Ø BD ÿ tD HtL ÿ F@A Ø DD ÿ H 1 - VE1 HtL 2 tD L
fAB ê 2 k = vB ÿ Ht - tA - tB L
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ü C inputs

E1(t) = rA HtL ÿ E12HtL
E2(t) = F[A->D] E1Ht - tA L
E3(t) = rD HtL ÿ E2HtL
E4(t) = F[D->C] E3Ht - tC L
E5(t) = tC HtL ÿ ECinHtL + rC HtL ÿ E4HtL
E6(t) = F[C->D] · E5Ht - tC L
E7(t) = tD HtL ÿ E2HtL
E8(t) = F[D->B] · E7Ht - tB L
E9(t) = rB HtL ÿ E8HtL
E10(t) = F[B->D] · E9Ht - tB L
E11(t) = rD HtL ÿ E6HtL + tD HtL ÿ E10HtL
E12(t) = F[D->A] · E11Ht - tA L
E1(t) 
= rA HtL ÿ E12HtL
=  rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ E11Ht - tA L
=  rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ E6Ht - tAL + tD Ht - tA L ÿ E10Ht - tALL
=  rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ E5Ht - tA - tC L + tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ E9Ht - tA - tB LL
=  rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ HtC Ht - tA - tC L ÿ ECinHt - tA - tC L + rC Ht - tA - tC L ÿ E4Ht - tA - tC LL +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ E9Ht - tA - tB LL
=   rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ tC Ht - tA - tC L ÿ ECinHt - tA - tC L  +
rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ H rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD E3Ht - tA - tC - tC LL +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ E8Ht - tA - tB LL
=   rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ tC Ht - tA - tC L ÿ ECinHt - tA - tC L  +
rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ H rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ H rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ E2Ht - tA - tC - tC LL +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ E7Ht - tA - tB - tB LL
=   rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ tC Ht - tA - tC L ÿ ECinHt - tA - tC L  +
rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ H rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA LL +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ E2Ht - tA - tB - tB LL
=   rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ tC Ht - tA - tC L ÿ ECinHt - tA - tC L  +
rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ H rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA LL +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tB - tB - tA LL
ü EC1 summary

E1(t)  =   rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ tC Ht - tA - tC L ÿ ECinHt - tA - tC L  +
rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ H rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA LL +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tB - tB - tA LL
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ü EC1 Linear calculation

RX @ t D = RX @0D ÿ exp@ i 2 k X@tD D  = RX @0D  · exp[ i 2k ( X0 + vX t ) ]

Extrnal input field
Fin[t] = Fin[0] · exp[ bF t ]

E1(t)  =   rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ tC Ht - tA - tC L ÿ ECinHt - tA - tC L  +
rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ H rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA LL +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tB - tB - tA LL
E1External(t) = rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ tC Ht - tA - tC L ÿ ECinHt - tA - tC L
= rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD HtL ÿ expH -i 2 k vD tA L ÿ F@C Ø DD ÿ tC ÿ ECinHtL ÿ expH - bHtA + tC LL
= rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD HtL ÿ F@C Ø DD ÿ tC ÿ expH - bHtA + tC L - i 2 k vD tA L ÿ ECinHtL
E1Internal 
= rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tA L ÿ F@C Ø DD ÿ H rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA LL +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rBHt - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tB - tB - tA LL
ü Summart after linearlization

E1(t)
=  E1externHtL + rAHtL ÿ F@D Ø AD ÿH rD Ht - tAL ÿ F@C Ø DD ÿ rC Ht - tA - tC L ÿ F@D Ø CD rD Ht - tA - tC - tC L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tC - tC - tA L +

tD Ht - tA L ÿ F@B Ø DD ÿ rB Ht - tA - tB L ÿ F@D Ø BD ÿ tD Ht - tA - tB - tB L ÿ F@A Ø DD E1Ht - tA - tB - tB - tA LL
= E1externHtL + ( CAC · exp(Â 2k vAC ÿ t ) + CAB · exp(Â 2k vAB · t) ) · E1(t-t)

E1extern(t) = E1Aextern(t) + E1Cextern(t) + E1Bextrern(t)

E1Aextern(t) = tA HtL ÿ EAinHtL
E1Cextern(t) = rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ rD HtL ÿ F@C Ø DD ÿ tC ÿ expH - bC HtA + tC L - i 2 k vD tA L ÿ ECinHtL
E1Bextern(t) = rA HtL ÿ F@D Ø AD ÿ tD HtL ÿ F@B Ø DD ÿ tB ÿ expH - bB HtA + tB LL ÿ EBinHtL
CAC = rAHtL ÿ F@D Ø AD ÿ

rD HtL ÿ F@C Ø DD ÿ rC HtL ÿ F@D Ø CD rD HtL ÿ F@A Ø DD ÿ H 1 + VE1 HtL 2 tD L ÿ expH-Â 2 k vAC ÿ HtA + tC LL
vAC = 2ÓD +vC

CAB = rAHtL ÿ F@D Ø AD ÿ
tD HtL ÿ F@B Ø DD ÿ rB HtL ÿ F@D Ø BD ÿ tD HtL ÿ F@A Ø DD ÿ H 1 - VE1 HtL 2 tD L ÿ expH-Â 2 k vAB ÿ HtA + tB LL

vAB = vB
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‡ Recursive formulation

ü Basic calculation

E(t) = EextHtL + RHtL ÿ EHt - tL
E(t) = EextHtL + ‚

n=1

N-1
EextHt - n tL ¤m=0

n-1 RHt - mtL + ¤m=0
N-1 RHt - mtL ÿ EHt - NtL

E(t + N t) = EextHt + N tL + ‚
n=1

N-1
EextHt + N t - n tL¤m=0

n-1 RHt + N t - mtL + ¤m=0
N-1 RHt + N t - mtL ÿ EHtL

R(t) = CACA  · Exp[ Â xACA t ] + CABA  · Exp[ Â xABA t]

PR(n) = ¤m=0
n-1 RHt + N t - mtL  = ¤m=0

n-1 HCACA ÿ expHÂ xACA ÿ Ht + Nt - m tLL + CABA ÿ expHÂxABA ÿ Ht + N t - m tLLL
= ¤m=0

n-1 HCACA Ht + N tL ÿ expH-Â xACA  t mL + CABA Ht + NtL ÿ expH-Â xABA  t mLL
> ¤m=0

n-1 CACB Ht + NtL ÿ expH-Â xACB Ht + NtLmL
= CACB Ht + NtLn exp(-Â xACB Ht + NtL ÿ nHn - 1L ê2)

CACA HtL = CACA ÿexpHÂ xACA ÿ tL
CABA HtL = CABA ÿexpHÂ xABA ÿ tL
CABC HtL = CACA HtL + CABA HtL
xACB HtL = xACA CACA HtL + xABA  CABA HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅCACA HtL + CABA HtL t

Eext(t) = E0 exp( b t )‚
n=1

N-1
EextHt + N t - n tL¤m=0

n-1 RHt + N t - mtL =⁄n=1
N-1  E0 ÿ expHz ÿ Ht + NtLL ÿ expH-z t nL ÿ CACB  Ht + NtLn  expH-Â xACB Ht + NtL ÿ nHn - 1L ê2L

= E0·exp(z· (t+Nt)) · ⁄n=1
N-1  expH-z t nL ÿ CACB  Ht + NtLn expH-Â xACB Ht + NtL ÿ nHn - 1L ê2L

= E0·exp(z· (t+Nt)) · ‚
n=1

N-1
 CACB

è n expH-Â xACB Ht + NtL ÿ n2 ê 2L
= E0·exp(z· (t+Nt)) · ‚

n=1

N-1
 CACB

è n H 1 - Â xACB Ht + NtL ÿ n2 ê 2L
= E0·exp(z· (t+Nt)) · { 1-CACB

è N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-CACB

è -1 - Â xACB Ht + NtL / 2 µ SP2(CACB
è ) }

CACB
è  = CABC Ht + N tL expH-z t + i xABC Ht + NtL ê 2L

SP2(x) = ⁄n=1
N-1 xn ÿ n2

‚
n=1

N-1

xn n2

-x - x2 + N2 xN + x1+N + 2 N x1+N - 2 N2 x1+N + x2+N - 2 N x2+N + N2 x2+N
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + xL3
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FullSimplify@-x - x2 + N2 xN + x1+N + 2 N x1+N - 2 N2 x1+N + x2+N - 2 N x2+N + N2 x2+ND
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + xL3

-x H1 + xL + xN Hx + HN + x - N xL2L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH-1 + xL3

SP2(x) = x H1+xL-xN Hx+HN+x-N xL2 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1-xL3

ü Summary of recursive summation

E(t) = EextHtL + RHtL ÿ EHt - tL
E(t + N t) = EextHt + N tL + ‚

n=1

N-1
EextHt + N t - n tL¤m=0

n-1 RHt + N t - mtL + ¤m=0
N-1 RHt + N t - mtL ÿ EHtL

R(t) =  CACA  · Exp[ Â xACA t ] + CABA  · Exp[ Â xABA t]
Eext(t) = E0 exp( z t )

E(t+Nt) = { 1-CACB
è N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-CACB

è  - Â xACB Ht + NtL / 2 µ SP2(CACB
è ) } Eext(t+Nt) + CACB Ht + NtLN exp(-Â xACB Ht + NtL N2 ê2) E(t)

CACA HtL = CACA ÿexpHÂ xACA ÿ tL
CABA HtL = CABA ÿexpHÂ xABA ÿ tL
CACB HtL = CACA HtL + CABA HtL
xACB HtL = xACA CACA HtL + xABA  CABA HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅCACA HtL + CABA HtL t

CACB
è  = CACB Ht + N tL expHi xACB Ht + NtL ê 2L ÿ expH-z tL

SP2(x) = x H1+xL-xN Hx+HN+x-N xL2 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1-xL3
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‡ Programming

ü Basics

ü Initialization before run

t = 2 tA + tB  + tC
tAC = tA + tC

tAB = tA + tB
2D = tB - tC

for each sideband
F[A->D->C->D->A] = F[A -> D] F[C -> D] F[D -> C] F[D -> A]
F[A->D->B->D->A] = F[A -> D] F[B -> D] F[D -> B] F[D -> A]
F[C->D->A] = F[C->D] F[D->A]
F[B->D->A] = F[B->D] F[D->A] 

ü Initialization when mirror is moved

Using reference k
rA0, rB0, rC0, rD0, vA , vB , vC , vD
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ü Calculation of fields

For each sideband

CACA0 = F[A->D->C->D->A] µ rA0 rC0 rD02 Exp[ -Â 2k HvC + 2 vD L tAC ] 
CABA0 = F[A->D->B->D->A]  µ rA0 rB0 tD02 Exp[ -Â 2k vB tAB ] 

CC0 = F[C->D->A] µ rA0 rD0 tC0 Exp[ -Â 2k vD  tA ]
CB0 = F[B->D->A] µ rA0 tB0 tD0

xACA = 2 kH vA + vC + 2 vD L
xABA = 2 k HvA + vB L
For each External source

VE1 = dE1 ê dt  / E1
b  for each

CACA  = CACA0 ( 1 + 2D VE1 )
CABA  = CABA0 ( 1 - 2D VE1 )

CA  = tA0 EAin0
zA = bA
CC  = CC0 ECin0 Exp[ - bC  HtA + tC L]
zC  =  Â 2 k HvA + vD L+ bC
CB  = CB0  EBin0 Exp[ - bB  HtA + tB L ]
zB  =  Â 2k vA  + bB

CACA HNtL = CACA ÿexpHÂ xACA ÿ NtL
CABA HNtL = CABA ÿexpHÂ xABA ÿ NtL
CACB HNtL = CACA HNtL + CABA HNtL
xACB HNtL = xACA CACA HNtL + xABA  CABA HNtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅCACB HNtL t

CACB
è  = CACB HN tL expHi xACB HNtL ê 2L ÿ expH-z tL

E(t+Nt) = { 1-CACB
è N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1-CACB

è  - Â xACB HNtL / 2 µ SP2(CACB
è ) } Eext(Nt) + CACB HNtLN exp(-Â xACB HNtL N2 ê 2) E(t)

SP2(x) = x H1+xL-xN Hx+HN+x-N xL2 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1-xL3
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